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Kapitel IV. 1-2 Quadratische Formen

basierend auf: Jean Pierre Serre[4]

Vortrag zum Seminar
"Quadratische Formeiber p-adischen Zahlen”
an der LMU Minchen

1 Quadratische Formen

Bemerkung 1. Bei Verweisen der Form (n) [p.q Def/Prop/Thm m] bezieht sich
die Zahln in runden Klammern auf die Numerierung in unserer Bearbeitung, der
Gehalt der eckigen Klammern auf Abschrijitg) und Numerierungm) in [4].

1.1 Definitionen

Erinnerung 2. EineBilinearformist eine FunktionF" vonV x V' — A, so dass:
Fz +a',y) = F(z,y) + F(2', y)
Flz,y+y)=F(z,y) + F(z,y)
F(ax,y) = aF(z,y) = F(z,ay) furallex,2’,y,y € V unda € A.
Eine aus der linearen Algebra bekannte Bilinearform ist das Skalarprodukt
(mit Tupeln oder Funktionen als Vektoren).

Definition 3 (Def 1). Sei V' ein Modul iber einem kommutativen Ring. Eine
Funktion Q: V' — A heil3t quadratische Formauf V', genau dann wenn
Ya € A Vx,y € V:

Q1) Qaz) = a*Q(x)

(Q2) (z,y) — Q(z +y) — Q(z) — Q(y) isteine Bilinearform.

Ein Paar(V, @) mit V Modul Uber einem kommutativen Ring und einer qua-
dratischen Fornd) auf V' heildtquadratischer Modul

Bemerkung 4. In diesem Kapitel beschnken wir uns auf den Fall = K. Ein
Korper mit Charakteristik (Elementzalih 2, d.h. V' ist dann einK -Vektorraum.
Des weiteren selim (V) = n < oo.



Definition 5 (Polarisation).

(myy) ey = %(Q(z +y) — Qz) — Qy))

- (Also Q2 von der vorhergehenden Definition multipliziert r%‘u)tist eine sym-
metrische Bilinearform auf” und wirdmit () assoziiertes Skalarprodugenannt,

es muss im Gegensatz zum uns aus der linearen Algebra bereits bekannten Ska-
larprodukt nicht positiv definit sein.

Bemerkung 6. Damit ist die Bescléankung authar(k) # 2 motiviert, sonst ist
im Falle2 = 0 (mod k) der Wert: nicht definiert.

Es gilt: Q(x) = z - z, dies erzeugt eine Bijektion zwischen quadratischen
Formen und symmetrischen Bilinearformen.

Definition 7. Seien(V, Q) und (V', Q") zwei quadratische Moduln. Eine lineare
Abbildung f: V' — V', bestimmt durch die Anforderung = Q' o f, also

Ve e Vo' e V' Q(z) = Q'(f(2)))

heiBtMorphismugoder:metrischer Morphismys/on (V, Q) nach(V’, Q)’). Zwei
Moduln heif3ensomorph wenn ihre Vektorrame isomorph sind und es zwischen
ihnen einen metrischen Morphismus gibt.

Bemerkung 8. Es qilt f(z)- f(y) = x-y Vzx,y € V (fur f metrischer Morphis-
mus).

Uberlegung 9. Sei (ei)1<i<n €ine Basis vori/. Die Matrix von ) bzgl. dieser
Basis ist die MatrixA = (a;;) mit a;; = e; - ;. A ist symmetrischz = > z;e;
sei ein Element vofY, dann ist

Qz) = Zaijxixj Qlz) ==z -z
i.j
was zeigt, das§(z) eine "quadratische Form” imy, . . ., z,, im Ublichen Sinn ist.

Uberlegung 10.Basiswechsel bewirktd’ = X % A« X* wobeiX € GL,(k), A’
die Matrix von Q bzgl. der neuen Basis ist.



Beweis.Seien(e;)1<i<n, (€})1<i<n Basenp,; = e; - e;. Die Transformation kann
dann dargestellt werden alg:= > ", e, X = (&), X' = (¢;;) Dann gilt:

= ek el Z gk]e] Z glmem

= Zflm * Eim * 63 Gm Zﬁkj * i * Qjm
j7m

- lm)
= ng] * Oéjm * gml = (XAXt)k’l

7,m
Damit gilt dann auchd’ = X AX". O

Definition 11. Insbesonderdet(A’) = det(A) * det(X)* (Determinantenmul-
tiplikationssatz) was zeigt, dagst(A) festgelegt ist bis auf Multiplikation mit

z € k*’. Ein Repésentant der so (Invarianz unter Basiswechsel) induzierten
Restklassenstruktur wird diBiskriminante von®), disc(Q), genannt. Es ist al-
sodisc(Q) entweder 0 oder ein Element vénh/k*.

1.2 Orthogonalitat

Definition 12. Sei(V, Q) ein quadratischer Modiilberk. Zwei Elementer, y aus
V heil3enorthogonal wennz - y = 0. SeiH C V: Dann ist

t={veV|v-h=0 VheH}

Unterraum inV. Vi, V, C V Unterrdumeheil3enorthogonal(V; L V5), wenn
Vi C V5, aquivalentdazue € Vy,y € Vo, = z-y = 0. Der Unterraunt{+, der zu
dem Vektorraunt{ orthogonal ist, wird alerthogonales Komplemehezeichnet.
Das orthogonale Komplemeit+ von V' (also dem trivialen Unterraum) heiR3t
Radikal(Merkhilfe: Nullstellen("radix”)erzeuger odégern) von V', rad(V').

rad(V)=V+={v eV |YweV v -w=0}
Seine Kodimension heilRangvon ), geschriebemank(Q).

rank(Q) = dim(V)—dim (V). IstV+ = 0, istQ nicht ausgeartet Erinnerung:
ona.<s Ve #0:o0(z,v) #0#o(v,x)).



Beweis.V:t =0 V0 #v eV W eV:iv-v#£0. v=>,we,0v =
Yoiahe,. Y(ag, o) € k™ J(a), ) € k™

/ / H
vev = E a0 Mitag; =e; - €5

Z?]
- /
= OéiOZZ'jOéj
(2]

/

S|
= (ag,...,a,)A |
aj,
VO # (o, ...,0) €K™ F(o,....a)):
a
(1, ...,an)Al ¢ | #0= (ag,...,a,)A # 0 < rank(A) = n. O
O[/

n

)) Determinantergultiplikationssatz

Bemerkung 13. disc(Q) # 0 (d.h.disc(Q) € k*/k**
Q n.a.

Bemerkung 14. SeiU C V ein Unterraum[* der Dualraumgy,: V — U*
die Funktion, die jedem: € V die Linearform(y € U +— z - y) zuordnet.
Ker(qu) = U+ (Def Ut!). Wir sehen:Q nicht ausgeartets ¢, : V. — V*
Isomorphismusly ¢ V Unterraumrad(U) ={u e U |VYw € U : u-w = 0}.

Definition 15 (Def 2). Seienl, ..., U,, C V Unteriaume:V ist direkte orthogo-
nale SummeerU;, wenn diel; paarweise orthogonal sind ufddirekte Summe
derU;ist.V = Uy& ... &U,,.

Bemerkung 16. Hatx € V Komponenterx; € U;, So ist

n

Q(z) = (Z xi,zxj) = (wixy) =Y (zn2:) = Qu(x1) + ... + Q)

i,j=0 i=1
wobei@; = @ | U; die Einschénkung vort) auf U; bezeichnet.

Satz 17 (Prop 1).Ist U ein orthogonales Komplement zud(V') in V, so ist
V =U®rad(V).

Beweis.Klar. ]



Satz 18 (Zerlegung von(V, @), Prop 2). Sei(V, Q)) nicht ausgeartet=
1. Alle metrischen Morphismen vadri in einem quadratischen Mod(l”’, Q")
sind injektiv.
2. YU C V Unterraum gilt:
@) dim(U) + dim(U*) = dim(V)
(b) Ut =U
() rad(U) = rad(U+) =UNU*
(d) Der quadratische Modyl, @ | U) ist nicht ausgeartet- U~ ist nicht
ausgeartet. In diesem Fall igt= USU*.
3. V. =U&W = U, W nicht ausgeartet und L W
Beweis. 1. Seif: V — V Morphismus,
flz)=0=x-y=f(x) - flyy =0 VYyeV (einsetzen).
=z = 0da(V, Q) nicht ausgeartet= Ke(f) = {0}

2. qu: V — U* surjektivwg.qy : V — V* surjektiv (bijektiv), unds : V* —
U* Einbettung und damit surjektiv.

05U LV Byt
ist kurze exakte Folge, da= Im(a) = Ke(j) = 0, daj injektiv.
Ut =Im(j) = Ke(qu) da (s.0.Ke(qy) = UL)
Im(qu) = Ke(b) = U* Klar.
=

(@) dim(V) """ i (Im(qy)) + dim(Ke(qr)) = dim(U*) +
dim(U*) =" dim (UL + dim(U)

(b) ¥V Unterdaume U:dim(V) = dim(U+) + dim(U) = dim(U) =
dim(UH)y mitU c ULt = U = Uyt

(c) rad(U) = U N U* Klar (Definition!) = rad(U+) = Ut N U =
UtNU =radU) =

(d) Una.s radU) =0« radUt) =0« Ut na

3.V =UW =U LW; " "E%V0d(U) = 0 = rad(W) "2* U, W n.a.

]



1.3 Isotrope Vektoren

Definition 19 (Def 3). (V, G) quadratische Moduln; € V isotrop< Q(z) = 0.
U c V Unterraum heif3tsotrop < Vu € U: U isotrop. Offensichtlich gilt:U
isotrope U Cc Ut < Q| U =0.

Definition 20 (Def 4). Ein quadratischer Modul heidyperbolische Ebeneaenn
der Modul eine Basis aus zwei isotropen Vektoraimdy mit x - y = 0 besitzt.

Bemerkung 21. Multipliziert many mit z—ly so kann man annehmen, dasg =

1 ist. BeZiglich z undy ist die Matrix der quadratischen Form da{t% é) mit

mit disc ((1) (1)) = —1. Sie ist nicht ausgeartet.

Beispiel 22. Siehe Tabelle 1.

Vorbemerkung: Anschaulich sind quadratische Formen Polynome. Werden
als Vektoren 2-Tupel verwendet, so sind quadratische Fofibendem Vektor-
raum der 2-Tupel Polynome, in denen nur Terme vom Grad 2 vorkommen, nicht
aber Konstanten (ungleich 0) oder lineare Argumehienjogenit). UberC als
Grundlorper sind dann z.B. alle quadratischen Formen der Art

axx>+bxxxy+cxy’
Ein Beispiel isthz? — 2z * y + 422

Bemerkung 23. "Messung”: Im letzten Beispiel der Tabell&4) sind genau 40
der 125 Belegungeniif a; * 23 + ag * 1 * T9 + a3 * 3 isotrop, 85 anisotropif

Fs, F7, F1; sowohl fur Vektorbestandteile als auch Skalare liegen die Werte bei 6
vs. 21,126 vs. 217, 550 vs. 781.

Theorem 24 (Prop 3). Sei (V, @) ein nicht ausgearteter quadratischer Modul,
x € V isotrop mitx # 0. Dann existiert/ C V Unterraum mitc € U undU ist
hyperbolische Ebene.

Beweis. (V, Q) nicht ausgeartet= 3z € V mitz - Z = a # 0. Konstruiere
darausz: € Vmitz -2 =1(z == Z50- 2 = x - £z = <), Dann ist auch
y =2z — (z - z)x isotrop:
y-y=02z—(z-2)x) 22— (2 2)x)
=4(z-2)—4(z-2)*(z-2)+ (2 2)*(z - 1)

=4(z-2) —4(z-2) + (2 2)*(z - 2) o),

Q |Nz



Tabelle 1: Isotropie - Unaldimgigkeit der Ausgabebeobachtditger einen Einga-

bebereich
Objektklasse | Versuchs- Isotropie- Bsp (isotrop) | Gegenbsp
parameter Kriterium (anisotrop)
Kristalle, Mi- | Betrach- Lichtaus- NacCl, Glas CaCQ (Dop-
nerale tungsrich- breitung, pelspat), SIQ
tung 3-dim.| Farbe  kon-
(x,y, 2) stant ?
A (Korper| z := (z1,72) | # 0 s.d.| zyxmo, 2543 | 2% + 23, 27 +
des VR) = |ausV Q(x) = |z xx0+ a5 | Ixxy*x9+23
R,V =RxR OVa € A?
A (Korperdes| z := (z1,72) | Jz # 0 s.d.| zy * @9, 2% + | 23 + 2% x5
VR) = F;, | ausV Q(x) =|23(ZB.x =
V =T x Fs Vo € A? 3,19 = 4)

Ferner ist das Produkt der beiden isotropen Basisvektoren# 0:

a:-y:a:-(Qz—(z-z):U)xis:o”?(x

cz)—0=2.

= Der Unterraunl/ = kx + ky hat die gewinschten Eigenschaften. O

Satz 25 (Prop 3+).(V,Q) n.a.q.M..U C V,0 # x € rad(U) (d.h.U ausgeartet)
= zerlegtmarU inU = U’ @ kx,sody € U\ Ut mity -y =0,z-y=1
(damit gilt: kx @ ky ist hyperbolische Ebene).

Beweis.SeiU = U’ @ kx,0 # x € rad(U)

= daV n.a. giltdim(U) + dim(U*)

[1.2 Pr(i) 2.2 (a)]dim<V)

weiter giltdim(U’) = dim(U) — 1, also wegerlim/(U’) + dim(U'*) = dim(V):

dim(U™*) = dim(U*) + 1,

zusammen mit/’ C U = U\ U+ #£ 0

U+ < U™).

Seize U+\Ut = 2-2#0,0E.z-2=1.2 =22 — (2 2)x.

Wie in ) [Prop 3]z - 2y = 0undz - 2y = 2. Seiy = 1z, = z — (2 - 2)z.
Esgity-y=0,z-y=1yeU+\Ut(dazeUundz-y=1=y ¢ UL
Aberz € Ut undz € Ut = y € Ut daU’* C V Unterraum). Damit efilt y
die Bedingungen.

]

Korollar 26. Sei (V, @) nicht ausgeartet und enthalte ein isotropes Eleméent
0=Q(V)=kdhVack FveVmitQ)=a.
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Beweis.Nach [24) [Prop 3] reicht es, den Fall zu betrachten, in déeine hy-
perbolische Ebene ist, mit Basisundy, wobeiz - y = 1 undz, y isotrop. Sei
a € k,dannista = Q(x + 5y) (char(k) # 2!). (Komponenten vor + 5y bzgl
z,y:lundg, inQ(z) =32 aij(zi-xj) =0x1+1x5+1x5+0x1=qa). [

1.4 Orthogonale Basis

Definition 27 (Def 5). Eine Basigey, . . ., ¢,) eines quadratischen Modylg, ))
heil3torthogonal wenn ihre Elemente paarweise orthogonal sind,
d.h.V = ke, @ ... Dke,. Das bedeutet, dass die Matrix vgnDiagonalform hat:

aq 0 0
0 Aoy ... 0
0o 0 ... a,

Istz = " x;e;, SO ergibt siclQ(z) = ay22 + ... + a,z2.

Theorem 28 (Orthogonaler Basisergnzungssatz, Thm 1).Jeder quadratische
Modul hat eine orthogonale Basis.

Beweis. Wir unterscheiden nach Isotropie vbh

1. Fall: V' isotrop: V isotrop= Q(z) =z -2z =0 Vx
=Qx+y)=0 Ve,y=z-y=0 Va,y
= alle Basen vorV sind orthogonal.

2. Fall: V nicht isotrop: Induktiorubern = dim(V').

Basis:n = 0 ist trivial (O-Basis ist 0).
Schritt:

Annahme: Alle(U, Q) mit dim(U) < n—1 haben orthogonale Basis.

Schluss: Whlee; € V mite; - ey # 0. H = (kep)* ist eine
Hyperebene[(18) [1.2 Prop 2 (4)] und da ¢ H folgt V =
ke, & H. Nach Induktionsannahme hat eine orthogonale Basis
(es,...,e,), damitist(eq, ..., e,) orthogonale Basis voW .

]



Definition 29 (Verwandtschaft, Def 6).Zwei orthogonale Basen= (e, ..., ¢,)
unde’ = (€,...,€e,) von V' heiBenverwandt(angrenzend, b&hrend, conti-

’r n

guous), wenrdi, j € {1,...,n} mite; = ¢’.
Theorem 30 (Entfernte Verwandtschaft, Thm2). Sei (V, @) ein quadratischer
Modul mit dim (V') > 3 und seiere = (ey,...,e,) unde’ = (e}, ..., ¢€)) zwei
orthogonale Basen vori.

= 3 eine endliche Folge®, e ... ™ von orthogonalen Basen vdr
mit e = e,e™ = ¢ unde® grenzt ane*? V0 < i < m. Es bezeichne
(e, ... elm) eine solche Kette orthogonaler Basen, diand ¢’ angrenzend
verbinden.

Beweis. Wir unterscheiden, obV, ()) ausgeartet ist:

(V,Q) ausgeartet:(V, Q) ausgeartet> 30 # b € V* = Je; und e so dass
e = (e,...,bi,...,en) unde® = (ei,...,b;,...,e,) Basis. Dab €
V+ = sogar orthonormale Basis ¢ — () — (2 — ¢/,

(V, Q) nicht ausgeartet:— Vi € {1,...n} : (¢ - ¢;) # 0. (Matrix

€1€1 0 e 0
0 €92€gy ... 0
A= | 77T ] det(A) £0).
0 0 ... epe,

1. Fall: Sei die Eben@ = ke, + ke) nicht ausgeartet. Dann sirg und
e} linear unabBngig und:

(er-e)(e) - €)) — (er-€y)? #0.
Es existieren (nach (28) [1.4 Thm X)) unde), so, dass
P = kei&kes und P = ke &ke).

Sei = P*. Da P nicht ausgeartet ist, folgt nadh {18) [Prop 2], dass
V = HOP. Sei(éy, ..., e") eine orthogonale Basis voH. Somit

rn

erhalt man eine verbindende Kette:

/ / " " /
€1, Ehy €ay v Er) — €.

>3
e — (e1,e9,€5,...,€) = (

’ n



2. Fall:
(e1-e1)(ey - eh) — (e1 - €5)* # 0
Analog zum 1. Fall durch Vertauschen vgnmit ¢,.

3. Fall:
(e1-e1)(e;-€)) — (eq - 6;)2 =0 1=1,2

Die EbeneP ist also ausgeartet. Wir unterbrechen den Bewigi®in
Lemma:

]

Lemma 31. Es existiertr € k£ mite, = €/ + z¢}, nicht isotrop undt = ke, Ske,
nicht ausgeartete Ebene.

Beweis.Zwei Bedingungen rirssen eiillt sein:
(a) e, nicht isotrop,
(b) e, - e; bilden n.a. Ebene.

Damit nicht isotrop (a) eidllt ist, muss gelten:

!

€r- ey =¢, e +a2(ey-eh) #0 (1)
Damite,, e; eine nicht-ausgeartete Ebene bilden (b), muss gelten:

(e1-€1)(eq - €x) — (€1-€2)° 72 0 (2)

Also muss auch die Einsetzurig (1) [in (2) gelten:

= (e1-e1)(e) - ep) + 5)

= (e1-e)(€) - €)) + (e - er) (e - €5)x” — ((er - €f) + z(er - €3))?
= (e1-ex) (€] - €)) + (e1 - e1)(ey - e5)a?

— ((er-€))? +2z(er - €))(er - €) + 2°(e1 - €)%)

Orthog. ,

= (er-e)(e) - €) + (er - e)(eh - ey)a?

—(er-er)(e) - €)) —2x(er - €))(er - €y) — $2(61 ~e1)(ey - €y)

= —2x(ey - e1)(eg - €)) 7:& 0. (3)
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Da wegen Orthogonalit auch(e; - e;)(é’ - €}) — (ey - €;)* = 0 gilt und soeben
gezeigt, dass gelten muss e; # 0, sowiec, - ¢} # 0, folgt also(e; -€})* = ¢ # 0,
somit insbesonderéz; - €) # 0 # (e - €5). (T) und (3) ergeben die Bedingungen
2 £ —(e} - €})/(ey - €) undzx # 0, damite, die gewiinschten Eigenschaften hat.
Somit werden maximal 3 Wertdiff = festgelegt. Ist numhar(k) > 4, so finden
wir sicher einz € k, mit welchem die Behauptungeirfe, erfullt sind, also ist
das Lemma bewiesen.

Fall k¥ = 3 (F, nicht, wegerchar (k) # 2): Hier sind1? = 1 und2? = 1, also
kann die Bedingung von Fall 3 geschrieben werdefi@ls, ) (e)-¢}) = (ei-€})* =
1furi = 1,2. Daher alsge] - €])/(e) - €5) = 1 und damit geiigt z.B. als Zeuge
r =1,d.h.e,o; = €| + ¢, erfullt die Bedingungx® # —(¢} - €])/(e} - €}) =
—-1=2. [

Zuriick zum Beweis von Fall 3 irh (30) [Thm 2]:

Beweis.Wabhlee, = €| +xze, wie im Lemmae, ist nicht isotrop, also existieet;,
so dasge, - €5) eine Orthogonalbasis var)| + ke ist. Mit dem Basisergnzungs-
satz|(28) [1.4 Thm 1] folgte” = (e,, €}, €}, . . ., e),) Orthogonalbasis vol. [

rn

ke, + ke, ist eine nicht ausgeartete Ebene (Lemmal!), deshalb folgt mit Fall
1, dass mare unde” in einer Kette angrenzend verbinden kann. ®and ¢’
angrenzend sing>- Behauptung.

1.5 Satz von Witt

Bemerkung 32 (Motivation). Seien(V, Q) und (V’, Q') zwei nicht-ausgeartete
quadratische Moduln/ C V Unterraum und se : U = V’ ein injektiver
Morphismus vor/ nachV’. Wir wollen versuchens auf einen gol3eren Raum
alsU — womdglich ganz/— zu erweitern.

Lemma 33 (Wittsche Erweiterbarkeit fir ausgeartete Moduln). WennU aus-
geartet ist, knnen wirs zu einem injektiven Morphismus, : U; — V' erwei-
tern, wobeil/; den Unterraunt als Hyperebene ertlt, alsos,|U = s, wobei
dim(Uy) = 1+ dim(U).

Beweis.Da U ausgearteBz € rad(U),x # 0 (= z insbes. isotrop). Sei
U = U’ @ kz. Nach [25) [Prop 3+]3y € V,sodasy -y = 0,2 -y = 1,y €
U\ U+. Das ein metr. Morphismus ist, gifu € U : s(z) - s(u) = 2 - u = 0,
d.h.s(z) € rad(s(U)). Seis(U) = ks(x) @ s(U’). Nach [25) [Prop 3+By’ € V'
mity -y = 0,s(x) -y = 1,9 € s(U)*\ s(U)*.
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Definieres;:
si:Udky —V:
u+ay — s(u) + oy’
s; erfullt das Lemma, denn:

sy injektiv klar (s injektiv, y' ¢ s(U)),
s1 linear klar (s ist linear),

s; Morphismus (Erhaltung des Skalarprodukts): Gei- ay) € U & ky:

Skalarprodukt des Bildes:
s1(u+ ay) - s1(u + ay)

P (5(u) + ay’) - (s(u) + oy

)
— s(u) - s(u) + 2a(s(u) - y') + a2y - ') V=" w - u+ 2a(s(u) - o)
T, u+2a(s(t+ fzx)-y') =

- u+ 20(s(a) - y)+2aﬂ(() y')
y'es(U)+ unds(:x)-y’:l nach Def. e+ 208,

Skalarprodukt des Urbildes:
(u+ay) - (u+ay)
=u-u+2a(u-y)+a’(y-y)
WIEOeN, 2a((a + pz) - y)
=u-u+2a(t-y)+2a6(x-y)=u-u+2a8

]

Theorem 34 (Wittsche Erweiterbarkeit fur beliebige Moduln, Thm 3). Seien
(V,Q) und (V’, Q") zwei nicht ausgeartete quadratische ModuingC V' Unter-
raum und sek: U — V' ein injektiver metrischer Morphismus. Dann kanau
einem Isomorphismus+: V' — V' erweitert werden.

Beweis.DaV = V', kdnnen wir annehmen, das= V'. Mit (83) wurde bereits
der ausgeartete Fall behandelt. Noch zu zeigen, dass die Erweiterbarkeit auch gilt,
wennU nicht ausgeartet ist. Dazu Beweis durch Indukiidxerdim (U ):

Basis:dim(U)=1=U =<z >x-x #0(dan.a.).Sej =s(z) =y -y =
x-x. Entwederr 4y nichtisotrop € = 1) oderz —y nichtisotrop £ = —1),
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denn sonst:

(x+y)-(x+y)=z-x4+2x-y+y-y=20-v+2x-y
(z—y) - (r—y)=z-z-220-y+y y=22-2—21y
Addition der beiden Zeilen gibttz - x = 0, alsoz -z =0 <

Wahlee dementsprechend afis-1, +1}. z := z + ey; H = (k2)*
=V = k2DH.

Wir definierens als Spiegelung am Unterraum, d.h. als Automorphismus
vonV, der die Identit aufH ist, und derz in —z umwandelt.

0.V =V kzxbH — kz®H, 0z +h— —az+h

r—ey€ H:(o(x+ey)- (x—ey)
=ol(z-a)—elr-y)+ely-2)—(y-y)l =0

>z —ecycHlx+eyez

=o(rx —cey) =z —cy,o(r+cy) = —x —ey. ™

Somito(x) = —ey, da

o(x —x+ ey) i o(x) —o(x —ey) ) o(x) —x+ey (**)

=o(—z)+o(r+ey) =—o(x)—z—ey (***)
Durch Gleichsetzen der rechten Terme in (**) und (**2j1(z) = —2ey.

Damit ist—co eine geeignete Erweiterung verauf s+:

(Linearitat und Injektivitit sind klar,—co | U = s klar, da—co(z) = y =
s(x)). Morphismus (Erhaltung des Skalarprodukts) klar mit

Q' (—eo(az+h)) = (—eo(az+h)) - (—eo(az+h)) = (caz —ch) - (caz —
eh) = eX(az—h)-(az—h) = (az—h)-(az—h) ="=" (az+h)-(az+h) =
Q(az + h).

Schritt: dim(U) > 1

Induktionsannahme: U = U,®U, mit U; # 0 # U,, o1 bezeichne die
Erweiterung aufl” von s; = s|Uj, dies ist ein Automorphismus auf
V.
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Schluss:
Betrachte jetz§ = o, ' o s:

= 5|U; = id|U; klar
= §|Uy: Uy — Vi = Ut

denn[é(u2 : Ul) = §(U2) . §(u1) =ug-u; = 0.

Wabhle nuno, als Erweiterung voig|U, auf V, die s ist nach Indukti-
onsannahme ein Automorphismus &ufU, C Vi wg. U = U,&U,).
Wahle nun als Erweiterung vonlU

o UV, =V =V =U,6V,

u+ v u+ oa(v)

klar: o linear und injektivo Morphismus
Qo(u+v)) =cu+v) olu+v)=(u+t+oy(v)) - (u+o9(v)) =
u-u+2u-o9(v)+03(v) = u-ut+0+v-v = (u+v)-(u+v) = Q(u+v).
Damit isto; o o eine geeignete Erweiterung verauf s+: o; metr.
Isomorphismus auf” undo; oo | U = s.

O

Korollar 35. U = W Unteriaume vonV, Q) nicht ausgeartete quadratische Mo-
duln:= U+ =2 W

Beweis.Die Einschéankungo | U = s: U — W ist injektiver metrischer Un-
terraumisomorphismus, nadh [34) [1.4 Thm 3] ist die Erweiterung auf §fanz
o: V — V metrischer Isomorphismus, also auch die Eingokungr | U+: U+ —
W+ metrischer Isomorphismus. ]

Bemerkung 36 (Wittscher Kiirzungssatz). VW = V'éw', vV 2 V' = W =
W' wird alsWittscher Kirzungssatbezeichnet.

1.6 Ubertragungen

Nachdem wir seit Abschnitt 1.2 alles aus der Modul-/ VR-Sicht betrachtet haben,
wollen wir uns nun einige Ergebnisse in die (historisch uisglicheren) Form-/
Polynomsichiibertragen. Wiriihren einerAquivalenzbegriff quadratischer For-
men ein, den wir dann zur Klassifikation verwendémiken. Aus diesem und
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den Ergebnissen der vorausgehenden Abschnitteén wir dann insbesondere
einen Serviervorschlagif die mundgerechtere Zerlegung quadratischer Formen
gewinnen.

Erinnerung 37 (Homogene Polynome haben symmetr. darst. Matrix). Matrix
— Form: Eine symmetrische = n Matrix A = (a;;) bestimmt eine Form
f inn Variablen durch

i=1

ij=1

Form — Matrix: Eine quadratische Form in Variablenuber k£ bestimmt ei-
ne symmetrische Matrix, denn die bei naiver Verwendung einer aolig
ausmultiplizierten und termweise zusammengefal3ten Form auftretende "un-
tere Dreiecksmatrix” &nnen wir durch Gleichsetzen vafy = a;; auch so
balancieren, dass die Matrik = (a;;) symmetrisch ist.

Beispiel 38 (Def 4’). Wir kennen bereits einen Vertreter eingyperbolischen
Formin zwei Variablen, und zwar:

f<X17 X2> = 2 * X1X27
denn dies ist die Form zu der Matrik = ((1) (1)) aus ) [1.3 Def 4].

Erinnerung 39 (Modul). Das Paafk™, f) ist ein quadratischer Modul, der zu
(oder ihrer MatrixA) assoziiertst, siehe aucH {5).

Definition 40 (Def 7). Zwei quadratische Formefiund f’ sind aquivalent ge-

nau dann wenn die assoziierten Moduln isomorph sjhdy [/ < (k" f) =

(K™, f'). Bemerkung: In der Praxis it = k’. Kongruenzen verschiedenkeret-

wa (R?,0) = (F%,0) sind uninteressant. Durch Betrachtung der Transformations-
matrizenX vergewissert man sich, dass die derart definidgaivalenzrelation
reflexiv (Identitt), transitiv (Matrizenmultiplikation) und symmetrisch ist (Inver-
se).

Bemerkung 41. Ist A Matrix von f, A’ Matrix von ', so f ~ [ & A’ =
X % A x X' mit nicht-ausgearteter MatriX, siehe aucH (30) [1.1].

Beispiel 42. Ein Modul (k?, f) ist eine hyperbolische Ebene, genau dann wenn:

FE2xx, Wxx, WXy x2
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(@)

i)
()G 2)=G5)

Definition 43 (Def 7 ctd). Seienf; (X, ..., X,) und fo( Xy, ..., X,,) zwei qua-

dratische Formen, so werden wir mﬁtjr f> oder — falls keine Verwechslungs-
gefahr besteht — auch + f» die quadratische Form

f1<X1> SR 7Xn) + f2(Xn+1> SR 7Xn+m)
in n + m Variablen bezeichnen. Das ist also genaudatibogonale Summaus
) [1.2 Def 2], die Operatior- ist kommutativ. fr f + (—g) verwenden wir
analogi. Beachte: um Variableneinfang zu vermeiden, kann es in der zweiten
Form notwendig sein, Variablen zuvor geeignet umzubennen, Bsp) = X2,
g(X) = X2, dannf ¥ g(X,Y) = X2+ Y2,
Definition 44. Eine Formf (X, ..., X,,) stelltein Element. vonk dar, f repr a,
genau dann wenn es einc k™ gibt, z # 0, so das¥ (z) = a ("verallgemeinertes
Wurzelziehen”). (Bsp.(Q, V) = (Fs, X?): 1 wird dargestellt2 nicht.) Durch die

Einschrankung: # 0 wird die 0 nur genau dann dargestellt, wenn der zugefe
guadratische Modul auch ein isotropes Elementa@hth

(b) :

Theorem 45 Ubertragung: Darstellung der 0 = Abspaltung einer hyperbo-

lischen Ebene, Prop 3').f n.a. repr 0 = f ~ f, i g mit fy hyperbolische
Ebene.

Beweis. fn.a.= (K", f)n.a.

frepr 0= 3z € k™ : f(x) = 0 (isotr. Element)

B r.3Prop 3](k2, 1?) c (k™ f) (Unterraum, hyperbolische Ebersl@[l'3 rop 311
(k" f) = (K?, fo) ® (K2, ) Wahle Basen vorik™~2) und (k™) und wendef
an.= f ~ fa+g. O

Theorem 46 (Ubertragung: Darstellung der 0 = Bijektion, Prop 3’ ctd).

fnarepr0O=Veeck: freprx
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Beweis. f n.a. repr 0 & T2 (ko fynaA Ju £ 0: fv) = 0 @n (&, f)
existiert isotroper Vektor!)

EagnPoriyy ek ek fo) =« B vr e k- frepr
O

Theorem 47 (Zerlegung quadratischer Formen in Summen von Quadraten,
Thm 1’). Seif eine quadratische ForminVariablen. Dann existieren, . .., a, €
k,sodasy ~ a; X?*+ ...+ a, X2

Beweis. Der zu f assoziierte Modulk", f) hat nach|(2B) [1.4 Thm 1] eine ortho-
gonale Basis(k™, f) = (ke1® ... Dkey, f), v = aien, ..., anen. f(0) =v-v =

Orthogonalbasis n n
Yailei-ey) = Do ag k(e e) = f(X) =300 (e e)) X7 O

Die Existenz einer orthogonalen Basis zeigt auch, dass die hiermit berechnete
Diskriminantedisc(f) = a1 * ... % ap, # 0.

Definition 48. Der Rang vonyf ist die Anzahl der Indizes so dass;; # 0.

Korollar 49 (Abspaltung und Neutralisation eines Quadrates, Cor 1).Seig =
g9(Xy,...,X,_1) eine nicht ausgeartete quadratische Form und sei*. Dann
sindaquivalent:

1. g repr a (g Form inn — 1 Variablen).
2. g~h 1 az? (h Form inn — 2 Variablen,aZ? Form einer Variable).

3. f=yg 2 az? repr 0 (f Form inn Variablen).
Beweis.Sei (k" !, g) der zug assoziierte Modul.

2) = (1): g(X1,.. ., Xo1) ~ h(X1,..., Xn_s) + aZ2. Erinnerung:f ~ g:
f und g stellen dieselben Werte aus dem Grudgler dar.z(0,...,0) +
aZ*(1) = a.

(1) = (2): g repr a BIREDD 3, ¢ (k"1 g) : glv) = a. SeiH =

1. E3[1.4Thm1] A ~ n—2
(kv)—. = H = kud.. . &kv,_0,y € H =Y "o, g(y) =
Sl adg(v),h = Y7 g(u) X2 HEky = (k! h)(k, az?) B LEPT
g~ h :L aZ?.

(1)=@3):grepra= ek :g0)=af(v,1)=gv)—a=0.
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B)=(1):f~yg ZaZ%repr 0= Jv € k", z € k, (v,2) # 0,9 repr aZ?(z),
betrachtez, entweder: = 0 oderz # 0:

Fall 2 = 0° v 7& 0 Undg(v) —0 [Propgisotr.Vektor

Fallz £ 0: f(v,2) =0=g(v) —az® = az® = g(v) =

a=5g(v)
(g bilinear)
= g(2v)

g repr a.

(@3 11,6 Pef 4)

(k Korper)
=""g( g repr a.

z
T1/Zy 0 Tpo1/2)

]

Korollar 50 (Cor 2, L 6sbarkeit, Vorbereitung fiir Cor zu 2.2 Thm 6). Seieng

undh zwei nicht ausgeartete Formen von Rang und seif = g ° h. Dann sind
aquivalent:

1. freprO.

2. da € k* : g repr a, h repr a.
3. dJaek*:g 2z repr 0, h 2oz repr 0.

Beweis. (2) < (3) folgt aus der Anwendund (49) [1.6 Cor 11) < (3), je
einmal aufg, h.

(2) = (1) da € k*,3v; € k™, vy € k"™ : a = g(vy) = h(va) = f(v1,v2) =
g(v1) — h(vy =a—a =0, (v, vy # 0, davy # 0 undvy # 0).

(1) = (2) f(Xq,.- o, X0),9(X1, o, X)), (X1, -, X)) = Jz € K™y €
s (2,y) # 0= 0= f(z,y) = g(z) — h(y) = a
Falla = g(v1) = h(ve) # 0: Wir nehmen dieses als Zeugeniir die

Behauptung.

Fallb := g(v1) = h(ve) = 0: (Bem.: In diesem Fall sind, undv, also iso-
trope Vektoren). O.Ex #£ 0 = g repr 0 (16 o SY]Vy e k*:grepry.
Dahnadyc k™™ ack*:h(y) =a =) repr a, g repr a.

]

Theorem 51 (Kiirzungssatz von Witt, Thm 4). Seienf = gJorh und f’ = gHOLh’
zwei n.a. quadratische Formeh~ f'Ag~ g = h ~ }h.
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) ({8) [1.2 Def 2] ) .
Beweis. (k", f) (k™ g)®(k™™ h), (k™, f") = (k™ ¢"YB (k"™ 1)

und (k™, g/) = (km, g) E BTSN (o ) o (g, O

Korollar 52 (Spalten, solangeh repr 0). Wenn f nicht ausgeartet ist, so ist

g+ gmth

wobeigy, . . . g, hyperbolische Formef (B8) [1.6 Def 4] sind uhdhicht repr 0.
Diese Zerlegung ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Existenz: Wendg (45) [1.6 Prop 3'] so lange an, wieepr 0 (sei dabei
m die Anzahl der dabei abgespaltenen hyperbolischen Formen). Die Eindeutigkeit
folgt ausm-maliger Verwendung vorj (1) [1.6 Thm 4, Witt]. O

Bemerkung 53. Die Zahl2 « m wird auch als diddimension der maximal isotro-
pen Unterdumedes zuf assoziierten g.M. bezeichnet.

1.7 Quadratische Formeniber F,

Erinnerung 54. p Primzahl# 2 undq = p/ Potenz vorp = F, ist Kdrper mitg
Elementen.

Theorem 55 (Prop 4). Eine quadratische ForiiberF, von Rang> 2 stellt alle
Elemente vor¥; dar. Eine Form vom Rang 3 stellt zugtzlich die O dar.

Beweis. Rang 2: Zu zeigen, dass

gz, y) = h(x) +i(y) repr e, mit hz) = az®,i(y) = by
eine Losung hat, mit. £ 0, b # 0, ¢ # 0.
SeiA={a€F,|a=ar?} seiB={a€F,|a=c—0br?}
2

Fra=<g?> 4 1

2l(¢g—1) = ord(]F;“Q) = =

<p>:=F}

ord(F;) = "q—1
B u0] = 2+ 1 =2,

Multiplikation mit a, b, Subtr:a>ktiom — bx? UberF, bijektiv

har(Fq)#2
c ar(:;);é

1
Al = |B|] = %
Schubftgmrmzip ANB % @
Aus der Existenz derasungc folgt:

= Ve e F; : g(x,y) repr c.
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)@) [1.6 Cor 11 (1=(3) f repr 0.

]

Bemerkung 56. Alternativ (aufwandig, aber mit Wiedererkennungseffekt): ver-
wende hier ein Korollar des Satzes von Chevalley-Warning [2] (bei [4] in 1.2) der
Form: das Polynonf = aX? + bY? + ¢Z? € F,[X,Y, Z] hat eine nichttriviale
Nullstelle. Dies ist die Aussagéif Rang> 3. Mit (49) [1.6 Cor 1] (3}=(1) folgt
auch die Aussage des Satzasit > 2.

Theorem 57 (Prop 5). Seiena, b,c € F},a ¢ ]ij. Sei f n.a. quadratische Form
von Rangn UiberF,. Dann gilt einer der beidenéfe:

Fall 1: f~ X?+...+ X2, + X2 & disc(f) =1 mod F,

Rang 3: Seif ~ ¢ Z j(z). Dag repr ¢ (Rang 2

Fall 2: f ~ X2+ ...+ X2, +aX2 < disc(f) Z1 mod F.
Beweis. Induktionuiber Rangq.
Basisn = 1: Seif n.a. g.F. von Rang.
Fall1: f ~bX2beF (3c:b=c?) & f ~bX? ~ X2 & disc(f) = 1
mod ]F;Q.
Fall 2: f ~ bX2,b ¢ F*, seib = *xa s f ~ bX? ~ aX? & disc(f) =
a mod IFZQ agf disc(f) #1 mod IFZQ.
Schrittn — 1 — n: Seif n.a. q.F. von Rang > 2.
Hypothese (IH):Vg € G := {g | g n.a. quadr. Formsank(g) =n — 1} :
g~bXi+ ...+ X, 1.disc(g) € IF;‘/FZ?.

Schluss:rank(f) > 2 €9 [1':7>Pr0p 4]f repr 1 B9 116 Cor 1£)¢,(2),a: ! dg €

G o f ~ g—T—Xg I/fJI bX, —T_XQ_T_ —T—Xn @)[gDﬂﬂ (k’n7f) &
A . 3 TH o w2
(k"1 9)D(k, X7) & disc(f) = disc(g) x 1 € Fy/F;.
O

Korollar 58. Zwei nicht-ausgeartete quadratische Fornider [, sind genau
dannaquivalent wenn sie denselben Rang und dieselbe Diskriminante haben.

Bemerkung 59. Im nicht-ausgearteten Fall ist die diskriminantenbeherbergen-
de Quotientengruppe (L1) [1.1if endliche Korper mitchar(k) # 2 der Form
* *2 i o TRV %2
I /F;" (Erinnerung|F; /F7"| = 2).
Bemerkung 60. Komplexitat der Klassifikation:
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Tabelle 2: Anzahl von nicht ausgearteten quadratischen ForireRangn bis
auf Ahnlichkeit:

C F, fur festes| R
q 72
1 2 n
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