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Kapitel IV. 1-2 Quadratische Formen
basierend auf: Jean Pierre Serre[4]

Vortrag zum Seminar
”Quadratische Formen̈uber p-adischen Zahlen”

an der LMU München

1 Quadratische Formen

Bemerkung 1. Bei Verweisen der Form (n) [p.q Def/Prop/Thm m] bezieht sich
die Zahln in runden Klammern auf die Numerierung in unserer Bearbeitung, der
Gehalt der eckigen Klammern auf Abschnitt(p.q) und Numerierung(m) in [4].

1.1 Definitionen

Erinnerung 2. EineBilinearform ist eine FunktionF vonV × V → A, so dass:
F (x + x′, y) = F (x, y) + F (x′, y)
F (x, y + y′) = F (x, y) + F (x, y′)
F (αx, y) = αF (x, y) = F (x, αy) für allex, x′, y, y′ ∈ V undα ∈ A.

Eine aus der linearen Algebra bekannte Bilinearform ist das Skalarprodukt
(mit Tupeln oder Funktionen als Vektoren).

Definition 3 (Def 1). SeiV ein Modul über einem kommutativen RingA. Eine
Funktion Q : V → A heißt quadratische Formauf V , genau dann wenn
∀α ∈ A,∀x, y ∈ V :
(Q1) Q(αx) = α2Q(x)
(Q2) (x, y) 7→ Q(x + y)−Q(x)−Q(y) ist eine Bilinearform.

Ein Paar(V, Q) mit V Modul über einem kommutativen Ring und einer qua-
dratischen FormQ aufV heißtquadratischer Modul.

Bemerkung 4. In diesem Kapitel beschränken wir uns auf den FallA = K. Ein
Körper mit Charakteristik (Elementzahl)6= 2, d.h.V ist dann einK-Vektorraum.
Des weiteren seidim(V ) = n < ∞.
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Definition 5 (Polarisation).

· : (x, y) 7→ x · y :=
1

2
(Q(x + y)−Q(x)−Q(y))

· (Also Q2 von der vorhergehenden Definition multipliziert mit1
2
) ist eine sym-

metrische Bilinearform aufV und wirdmit Q assoziiertes Skalarproduktgenannt,
es muss im Gegensatz zum uns aus der linearen Algebra bereits bekannten Ska-
larprodukt nicht positiv definit sein.

Bemerkung 6. Damit ist die Beschr̈ankung aufchar(k) 6= 2 motiviert, sonst ist
im Falle2 = 0 (mod k) der Wert1

2
nicht definiert.

Es gilt: Q(x) = x · x, dies erzeugt eine Bijektion zwischen quadratischen
Formen und symmetrischen Bilinearformen.

Definition 7. Seien(V, Q) und (V ′, Q′) zwei quadratische Moduln. Eine lineare
Abbildungf : V → V ′, bestimmt durch die AnforderungQ = Q′ ◦ f , also

∀x ∈ V, x′ ∈ V ′ : Q(x) = Q′(f(x′))

heißtMorphismus(oder:metrischer Morphismus) von(V, Q) nach(V ′, Q′). Zwei
Moduln heißenisomorph, wenn ihre Vektorräume isomorph sind und es zwischen
ihnen einen metrischen Morphismus gibt.

Bemerkung 8. Es giltf(x) · f(y) = x · y ∀x, y ∈ V (für f metrischer Morphis-
mus).

Überlegung 9. Sei (ei)1≤i≤n eine Basis vonV . Die Matrix von Q bzgl. dieser
Basis ist die MatrixA = (aij) mit aij = ei · ej. A ist symmetrisch.x =

∑
xiei

sei ein Element vonV , dann ist

Q(x) =
∑
i,j

aijxixj Q(x) = x · x

was zeigt, dassQ(x) eine ”quadratische Form” inx1, . . . , xn im üblichen Sinn ist.

Überlegung 10.Basiswechsel bewirkt:A′ = X ∗A ∗X t wobeiX ∈ GLn(k), A′

die Matrix von Q bzgl. der neuen Basis ist.
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Beweis.Seien(ei)1≤i≤n, (e′i)1≤i≤n Basen,αij = ei · ej. Die Transformation kann
dann dargestellt werden als:e′i =

∑n
j=1 ξkjej, X = (ξij), X t = (ξji) Dann gilt:

α′ij = e′k · e′l =
∑

j

ξkjej ·
∑
m

ξlmem

=
∑
j,m

ξkj ∗ ξlm ∗ (ej · em) =
∑
j,m

ξkj ∗ ξlm ∗ αjm

=
∑
j,m

ξkj ∗ αjm ∗
(=ξlm)

ξml = (XAX t)k,l

Damit gilt dann auchA′ = XAX ′.

Definition 11. Insbesonderedet(A′) = det(A) ∗ det(X)2 (Determinantenmul-
tiplikationssatz) was zeigt, dassdet(A) festgelegt ist bis auf Multiplikation mit
x ∈ k∗

2
. Ein Repr̈asentant der so (Invarianz unter Basiswechsel) induzierten

Restklassenstruktur wird dieDiskriminante vonQ, disc(Q), genannt. Es ist al-
sodisc(Q) entweder 0 oder ein Element vonk∗/k∗

2
.

1.2 Orthogonalität

Definition 12. Sei(V, Q) ein quadratischer Modulüberk. ZweiElementex, y aus
V heißenorthogonal, wennx · y = 0. SeiH ⊂ V : Dann ist

H⊥ := {v ∈ V | v · h = 0 ∀h ∈ H}

Unterraum inV . V1, V2 ⊂ V Unterräumeheißenorthogonal(V1 ⊥ V2), wenn
V1 ⊂ V ⊥

2 , äquivalent dazu:x ∈ V1, y ∈ V2 ⇒ x·y = 0. Der UnterraumH⊥, der zu
dem VektorraumH orthogonal ist, wird alsorthogonales Komplementbezeichnet.
Das orthogonale KomplementV ⊥ von V (also dem trivialen Unterraum) heißt
Radikal(Merkhilfe: Nullstellen(”radix”)erzeuger oderKern) vonV , rad(V ).

rad(V ) = V ⊥ = {v ∈ V | ∀w ∈ V : v · w = 0}.

Seine Kodimension heißtRangvonQ, geschriebenrank(Q).
rank(Q) = dim(V )−dim(V ⊥). IstV ⊥ = 0, istQ nicht ausgeartet. (Erinnerung:
σ n.a.⇔ ∀x 6= 0 : σ(x, v) 6= 0 6= σ(v, x)).
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Beweis.V ⊥ = 0 ⇔ ∀0 6= v ∈ V ∃v′ ∈ V : v · v′ 6= 0. v =
∑

i αiei, v
′ =∑

i α
′
iei. ∀(α1, αn) ∈ kn ∃(α′1, α′n) ∈ kn :

v · v′ =
∑
i,j

αiα
′
jαij mit αij = ei · ej

=
∑
i,j

αiαijα
′
j

= (α1, . . . , αn)A

α′1
...

α′n

 .

∀0 6= (α1, . . . , αn) ∈ kn ∃(α′1, . . . , α′n):

(α1, . . . , αn)A

α′1
...

α′n

 6= 0 ⇒ (α1, . . . , αn)A 6= 0 ⇔ rank(A) = n.

Bemerkung 13. disc(Q) 6= 0 (d.h. disc(Q) ∈ k∗/k∗
2
))

Determinantenmultiplikationssatz⇔
Q n.a.

Bemerkung 14. Sei U ⊂ V ein Unterraum,U∗ der Dualraum,qU : V → U∗

die Funktion, die jedemx ∈ V die Linearform(y ∈ U 7→ x · y) zuordnet.
Ker(qU) = U⊥ (Def U⊥!). Wir sehen:Q nicht ausgeartet⇔ qV : V → V ∗

Isomorphismus.U ⊂ V Unterraum:rad(U) = {u ∈ U | ∀w ∈ U : u · w = 0}.

Definition 15 (Def 2). SeienU1, . . . , Um ⊂ V Unterr̈aume:V ist direkte orthogo-
nale SummederUi, wenn dieUi paarweise orthogonal sind undV direkte Summe
derUi ist. V = U1⊕̂ . . . ⊕̂Um.

Bemerkung 16. Hatx ∈ V Komponentenxi ∈ Ui, so ist

Q(x) = (
m∑

i=1

xi,

n∑
j=1

xj) =
m∑

i,j=0

(xi, xj) =
n∑

i=1

(xi, xi) = Q1(x1) + . . . + Qm(xm)

wobeiQi = Q | Ui die Einschr̈ankung vonQ aufUi bezeichnet.

Satz 17 (Prop 1). Ist U ein orthogonales Komplement zurad(V ) in V , so ist
V = U⊕̂rad(V ).

Beweis.Klar.
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Satz 18 (Zerlegung von(V, Q), Prop 2). Sei(V, Q) nicht ausgeartet.⇒
1. Alle metrischen Morphismen vonV in einem quadratischen Modul(V ′, Q′)

sind injektiv.

2. ∀U ⊂ V Unterraum gilt:

(a) dim(U) + dim(U⊥) = dim(V )

(b) U⊥⊥ = U

(c) rad(U) = rad(U⊥) = U ∩ U⊥

(d) Der quadratische Modul(U,Q | U) ist nicht ausgeartet⇔ U⊥ ist nicht
ausgeartet. In diesem Fall istV = U⊕̂U⊥.

3. V = U⊕̂W ⇒ U,W nicht ausgeartet undU ⊥ W

Beweis. 1. Seif : V → V Morphismus,

f(x) = 0 ⇒ x · y = f(x) · f(y) = 0 ∀y ∈ V (einsetzen).

⇒ x = 0 da(V, Q) nicht ausgeartet.⇒ Ke(f) = {0}

2. qU : V → U∗ surjektiv wg.qV : V → V ∗ surjektiv (bijektiv), unds : V ∗ →
U∗ Einbettung und damit surjektiv.

0
a→ U⊥ j→ V

qU→ U∗ b→ 0

ist kurze exakte Folge, da0 = Im(a) = Ke(j) = 0, daj injektiv.

U⊥ = Im(j) = Ke(qU) da (s.o.Ke(qU) = U⊥)

Im(qU) = Ke(b) = U∗ klar.

⇒

(a) dim(V )
Dimensionsformel

= dim(Im(qU)) + dim(Ke(qU)) = dim(U⊥) +

dim(U∗)
endl. dim.

= dim(U⊥) + dim(U)

(b) ∀ Unterr̈aume U:dim(V ) = dim(U⊥) + dim(U⊥⊥) ⇒ dim(U) =
dim(U⊥⊥) mit U ⊂ U⊥⊥ ⇒ U = U⊥⊥

(c) rad(U) = U ∩ U⊥ klar (Definition!)⇒ rad(U⊥) = U⊥ ∩ U⊥⊥ =
U⊥ ∩ U = rad(U) ⇒

(d) U n.a.⇔ rad(U) = 0 ⇔ rad(U⊥) = 0 ⇔ U⊥ n.a.

3. V = U⊕̂W ⇒ U ⊥ W ;
V n.a.; 2(d)⇒ rad(U) = 0 = rad(W )

V n.a.⇒ U,W n.a.
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1.3 Isotrope Vektoren

Definition 19 (Def 3). (V, G) quadratische Moduln,x ∈ V isotrop⇔ Q(x) = 0.
U ⊂ V Unterraum heißtisotrop⇔ ∀u ∈ U : U isotrop. Offensichtlich gilt:U
isotrop⇔ U ⊂ U⊥ ⇔ Q | U = 0.

Definition 20 (Def 4). Ein quadratischer Modul heißthyperbolische Ebene, wenn
der Modul eine Basis aus zwei isotropen Vektorenx undy mit x · y 6= 0 besitzt.

Bemerkung 21.Multipliziert many mit 1
x·y , so kann man annehmen, dassx ·y =

1 ist. Bez̈uglich x undy ist die Matrix der quadratischen Form dann

(
0 1
1 0

)
mit

mit disc

(
0 1
1 0

)
= −1. Sie ist nicht ausgeartet.

Beispiel 22.Siehe Tabelle 1.
Vorbemerkung: Anschaulich sind quadratische Formen Polynome. Werden

als Vektoren 2-Tupel verwendet, so sind quadratische Formenüber dem Vektor-
raum der 2-Tupel Polynome, in denen nur Terme vom Grad 2 vorkommen, nicht
aber Konstanten (ungleich 0) oder lineare Argumente (Homogeniẗat). ÜberC als
Grundk̈orper sind dann z.B. alle quadratischen Formen der Art

a ∗ x2 + b ∗ x ∗ y + c ∗ y2.

Ein Beispiel ist5x2 − 2x ∗ y + 4x2.

Bemerkung 23. ”Messung”: Im letzten Beispiel der Tabelle (F5) sind genau 40
der 125 Belegungen für α1 ∗ x2

1 + α2 ∗ x1 ∗ x2 + α3 ∗ x2
2 isotrop, 85 anisotrop, für

F3, F7, F11 sowohl f̈ur Vektorbestandteile als auch Skalare liegen die Werte bei 6
vs. 21, 126 vs. 217, 550 vs. 781.

Theorem 24 (Prop 3). Sei (V, Q) ein nicht ausgearteter quadratischer Modul,
x ∈ V isotrop mitx 6= 0. Dann existiertU ⊂ V Unterraum mitx ∈ U undU ist
hyperbolische Ebene.

Beweis.(V, Q) nicht ausgeartet.⇒ ∃z̃ ∈ V mit x · z̃ = α 6= 0. Konstruiere
darausz ∈ V mit x · z = 1 (z := z̃

α
; x · z = x · z̃

α
= x·z̃

α
= α

α
). Dann ist auch

y = 2z − (z · z)x isotrop:

y · y = (2z − (z · z)x) · (2z − (z · z)x)

= 4(z · z)− 4(z · z) ∗ (z · x) + (z · z)2(x · x)

= 4(z · z)− 4(z · z) + (z · z)2(x · x)
x isotr.
= 0.
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Tabelle 1: Isotropie - Unabhängigkeit der Ausgabebeobachtungüber einen Einga-
bebereich

Objektklasse Versuchs-
parameter

Isotropie-
kriterium

Bsp (isotrop) Gegenbsp
(anisotrop)

Kristalle, Mi-
nerale

Betrach-
tungsrich-
tung 3-dim.
(x, y, z)

Lichtaus-
breitung,
Farbe kon-
stant ?

NaCl, Glas CaCO3 (Dop-
pelspat), SiO2

A (Körper
des VR) =
R, V = R×R

x := (x1, x2)
ausV

x 6= 0 s.d.
Q(x) ≡
0∀α ∈ A?

x1∗x2, x
2
1+3∗

x1 ∗ x2 + x2
2

x2
1 + x2

2, x2
1 +

1∗x1∗x2+x2
2

A (Körper des
VR) = F5,
V = F5 × F5

x := (x1, x2)
ausV

∃x 6= 0 s.d.
Q(x) ≡
0∀α ∈ A?

x1 ∗ x2, x
2
1 +

x2
2 (Z.B. x1 =

3, x2 = 4)

x2
1 + 2 ∗ x2

2

Ferner ist das Produkt der beiden isotropen Basisvektorenx · y 6= 0:

x · y = x · (2z − (z · z)x)
x isotr.
= 2(x · z)− 0 = 2.

⇒ Der UnterraumU = kx + ky hat die geẅunschten Eigenschaften.

Satz 25 (Prop 3+).(V, Q) n.a. q.M.,U ⊂ V , 0 6= x ∈ rad(U) (d.h.U ausgeartet)
⇒ zerlegt manU in U = U ′ ⊕ kx, so∃y ∈ U ′⊥ \ U⊥ mit y · y = 0, x · y = 1

(damit gilt:kx⊕ ky ist hyperbolische Ebene).

Beweis.SeiU = U ′ ⊕ kx, 0 6= x ∈ rad(U)

⇒ daV n.a. giltdim(U) + dim(U⊥)
[1.2 Prop 2.2 (a)]

= dim(V ),
weiter giltdim(U ′) = dim(U)− 1, also wegendim(U ′) + dim(U ′⊥) = dim(V ):

dim(U ′⊥) = dim(U⊥) + 1,
zusammen mitU ′ ( U ⇒ U ′⊥ \ U⊥ 6= ∅ (U⊥ ( U ′⊥).

Seiz ∈ U ′⊥ \ U⊥ ⇒ z · x 6= 0, o.E.z · x = 1. z1 = 2z − (z · z)x.
Wie in (24) [Prop 3]:z1 · z1 = 0 undx · z1 = 2. Seiy = 1

2
z1 = z − 1

2
(z · z)x.

Es gilt: y · y = 0, x · y = 1, y ∈ U ′⊥ \ U⊥ (dax ∈ U undx · y = 1 ⇒ y /∈ U⊥.
Aberx ∈ U ′⊥ undz ∈ U ′⊥ ⇒ y ∈ U ′⊥ daU ′⊥ ⊂ V Unterraum). Damit erf̈ullt y
die Bedingungen.

Korollar 26. Sei (V, Q) nicht ausgeartet und enthalte ein isotropes Element6=
0 ⇒ Q(V ) = k, d.h∀a ∈ k ∃v ∈ V mit Q(v) = a.
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Beweis.Nach (24) [Prop 3] reicht es, den Fall zu betrachten, in demV eine hy-
perbolische Ebene ist, mit Basisx und y, wobeix · y = 1 undx, y isotrop. Sei
a ∈ k, dann ista = Q(x + a

2
y) (char(k) 6= 2!). (Komponenten vonx + a

2
y bzgl

x, y: 1 unda
2
, in Q(x) =

∑
i,j ai,j(xi · xj) = 0∗ 1+1∗ a

2
+1∗ a

2
+0∗ 1 = a).

1.4 Orthogonale Basis

Definition 27 (Def 5). Eine Basis(e1, . . . , en) eines quadratischen Moduls(V, Q)
heißtorthogonal, wenn ihre Elemente paarweise orthogonal sind,
d.h.V = ke1⊕̂ . . . ⊕̂ken. Das bedeutet, dass die Matrix vonQ Diagonalform hat:

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . an

 .

Ist x =
∑

xiei, so ergibt sichQ(x) = a1x
2
1 + . . . + anx

2
n.

Theorem 28 (Orthogonaler Basiserg̈anzungssatz, Thm 1).Jeder quadratische
Modul hat eine orthogonale Basis.

Beweis.Wir unterscheiden nach Isotropie vonV .

1. Fall:V isotrop: V isotrop⇒ Q(x) = x · x = 0 ∀x
⇒ Q(x + y) = 0 ∀x, y ⇒ x · y = 0 ∀x, y
⇒ alle Basen vonV sind orthogonal.

2. Fall:V nicht isotrop: Induktion̈ubern = dim(V ).

Basis:n = 0 ist trivial (0-Basis ist 0).

Schritt:

Annahme: Alle(U,Q) mit dim(U) ≤ n−1 haben orthogonale Basis.

Schluss: Ẅahle e1 ∈ V mit e1 · e2 6= 0. H = (ke1)
⊥ ist eine

Hyperebene (18) [1.2 Prop 2 (4)] und dae1 /∈ H folgt V =
ke1⊕̂H. Nach Induktionsannahme hatH eine orthogonale Basis
(e2, . . . , en), damit ist(e1, . . . , en) orthogonale Basis vonV .
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Definition 29 (Verwandtschaft, Def 6).Zwei orthogonale Basene = (e1, . . . , en)
und e′ = (e′1, . . . , e

′
n) von V heißenverwandt(angrenzend, berührend, conti-

guous), wenn∃i, j ∈ {1, . . . , n} mit ei = e′j.

Theorem 30 (Entfernte Verwandtschaft, Thm2). Sei (V, Q) ein quadratischer
Modul mit dim(V ) ≥ 3 und seiene = (e1, . . . , en) und e′ = (e′1, . . . , e

′
n) zwei

orthogonale Basen vonV .
⇒ ∃ eine endliche Folgee(0), e(1), . . . , e(m) von orthogonalen Basen vonV

mit e(0) = e, e(m) = e′ und e(i) grenzt ane(i+1) ∀0 ≤ i < m. Es bezeichne
(e(0), . . . , e(m)) eine solche Kette orthogonaler Basen, diee und e′ angrenzend
verbinden.

Beweis.Wir unterscheiden, ob(V, Q) ausgeartet ist:

(V, Q) ausgeartet:(V, Q) ausgeartet⇔ ∃0 6= b ∈ V ⊥ ⇒ ∃ei und e′j so dass
e(1) = (e1, . . . , bi, . . . , en) und e(2) = (e′1, . . . , bj, . . . , e

′
n) Basis. Dab ∈

V ⊥ ⇒ sogar orthonormale Basis⇒ e → e(1) → e(2) → e′.

(V, Q) nicht ausgeartet:→ ∀i ∈ {1, . . . n} : (ei · ei) 6= 0. (Matrix

A =


e1e1 0 . . . 0
0 e2e2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . enen

 , det(A) 6= 0).

1. Fall: Sei die EbeneP = ke1 + ke′1 nicht ausgeartet. Dann sinde1 und
e′1 linear unabḧangig und:

(e1 · e1)(e
′
1 · e′1)− (e1 · e′1)2 6= 0.

Es existieren (nach (28) [1.4 Thm 1])ε2 undε′2 so, dass

P = ke1⊕̂kε2 undP = ke′1⊕̂kε′2.

SeiH = P⊥. DaP nicht ausgeartet ist, folgt nach (18) [Prop 2], dass
V = H⊕̂P . Sei (e′′3, . . . , e

′′
n) eine orthogonale Basis vonH. Somit

erḧalt man eine verbindende Kette:

e → (e1, ε2, e
′′
3, . . . , e

′′
n)

n≥3→ (e′1, ε
′
2, e

′′
3, . . . , e

′′
n) → e′.
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2. Fall:
(e1 · e1)(e

′
2 · e′2)− (e1 · e′2)2 6= 0

Analog zum 1. Fall durch Vertauschen vone′1 mit e′2.

3. Fall:
(e1 · e1)(e

′
i · e′i)− (e1 · e′i)2 = 0 i = 1, 2

Die EbeneP ist also ausgeartet. Wir unterbrechen den Beweis für ein
Lemma:

Lemma 31. Es existiertx ∈ k mit ex = e′1 + xe′2 nicht isotrop undE = ke1⊕̂kex

nicht ausgeartete Ebene.

Beweis.Zwei Bedingungen m̈ussen erf̈ullt sein:

(a) ex nicht isotrop,

(b) ex · e1 bilden n.a. Ebene.

Damit nicht isotrop (a) erf̈ullt ist, muss gelten:

ex · ex = e′1 · e′1 + x2(e′2 · e′2)
!

6= 0 (1)

Damit ex, e1 eine nicht-ausgeartete Ebene bilden (b), muss gelten:

(e1 · e1)(ex · ex)− (e1 · ex)
2

!

6= 0 (2)

Also muss auch die Einsetzung (1) in (2) gelten:

(e1 · e1)(e
′
1 · e′1) + (e1 · e1)(e

′
2 · e′2)x2 − (e1 · ex)

2

= (e1 · e1)(e
′
1 · e′1) + (e1 · e1)(e

′
2 · e′2)x2 − (e1 · (e′1 + xe′2))

2

= (e1 · e1)(e
′
1 · e′1) + (e1 · e1)(e

′
2 · e′2)x2 − ((e1 · e′1) + x(e1 · e′2))2

= (e1 · e1)(e
′
1 · e′1) + (e1 · e1)(e

′
2 · e′2)x2

− ((e1 · e′1)2 + 2x(e1 · e′1)(e1 · e′2) + x2(e1 · e′2)2)

Orthog.
= (e1 · e1)(e

′
1 · e′1) + (e1 · e1)(e

′
2 · e′2)x2

− (e1 · e1)(e
′
1 · e′1)− 2x(e1 · e′1)(e1 · e′2)− x2(e1 · e1)(e

′
2 · e′2)

= −2x(e1 · e1)(e1 · e′2)
!

6= 0. (3)
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Da wegen Orthogonalität auch(e1 · e1)(e
′
i · e′i) − (e1 · e′i)2 = 0 gilt und soeben

gezeigt, dass gelten musse1 ·e1 6= 0, sowiee′i ·e′i 6= 0, folgt also(e1 ·e′i)2 = c 6= 0,
somit insbesondere:(e1 · e′1) 6= 0 6= (e1 · e′2). (1) und (3) ergeben die Bedingungen
x2 6= −(e′1 · e′1)/(e′2 · e′2) undx 6= 0, damitex die geẅunschten Eigenschaften hat.
Somit werden maximal 3 Werte für x festgelegt. Ist nunchar(k) ≥ 4, so finden
wir sicher einx ∈ k, mit welchem die Behauptungen für ex erfüllt sind, also ist
das Lemma bewiesen.

Fall k = F3 (F2 nicht, wegenchar(k) 6= 2): Hier sind12 = 1 und22 = 1, also
kann die Bedingung von Fall 3 geschrieben werden als(e1·e1)(e

′
i·e′i) = (e1·e′i)2 =

1füri = 1, 2. Daher also(e′1 · e′1)/(e′2 · e′2) = 1 und damit gen̈ugt z.B. als Zeuge
x = 1, d.h.ex=1 = e′1 + e′2 erfüllt die Bedingung:x2 6= −(e′1 · e′1)/(e′2 · e′2) =
−1 = 2.

Zurück zum Beweis von Fall 3 in (30) [Thm 2]:

Beweis.Wähleex = e′1+xe′2 wie im Lemma.ex ist nicht isotrop, also existierte′′2,
so dass(ex ·e′′2) eine Orthogonalbasis vonke′1+ke′2 ist. Mit dem Basiserg̈anzungs-
satz (28) [1.4 Thm 1] folgt:e′′ = (ex, e

′′
2, e

′
3, . . . , e

′
n) Orthogonalbasis vonV .

ke1 + kex ist eine nicht ausgeartete Ebene (Lemma!), deshalb folgt mit Fall
1, dass mane und e′′ in einer Kette angrenzend verbinden kann. Dae′ und e′′

angrenzend sind⇒ Behauptung.

1.5 Satz von Witt

Bemerkung 32 (Motivation). Seien(V, Q) und (V ′, Q′) zwei nicht-ausgeartete
quadratische Moduln,U ⊂ V Unterraum und seis : U ⇒ V ′ ein injektiver
Morphismus vonU nachV ′. Wir wollen versuchen,s auf einen gr̈oßeren Raum
alsU — womöglich ganzV — zu erweitern.

Lemma 33 (Wittsche Erweiterbarkeit für ausgeartete Moduln). WennU aus-
geartet ist, k̈onnen wirs zu einem injektiven Morphismuss1 : U1 → V ′ erwei-
tern, wobeiU1 den UnterraumU als Hyperebene enthält, alsos1|U = s, wobei
dim(U1) = 1 + dim(U).

Beweis.Da U ausgeartet∃x ∈ rad(U), x 6= 0 (⇒ x insbes. isotrop). Sei
U = U ′ ⊕ kx. Nach (25) [Prop 3+]:∃y ∈ V , so dassy · y = 0, x · y = 1, y ∈
U ′⊥ \ U⊥. Das ein metr. Morphismus ist, gilt∀u ∈ U : s(x) · s(u) = x · u = 0,
d.h.s(x) ∈ rad(s(U)). Seis(U) = ks(x)⊕ s(U ′). Nach (25) [Prop 3+]∃y′ ∈ V ′

mit y′ · y′ = 0, s(x) · y′ = 1, y′ ∈ s(U ′)⊥ \ s(U)⊥.
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Definieres1:
s1 : U ⊕ ky → V :

u + αy 7→ s(u) + αy′

s1 erfüllt das Lemma, denn:

s1 injektiv klar (s injektiv, y′ /∈ s(U)),

s1 linear klar (s ist linear),

s1 Morphismus (Erhaltung des Skalarprodukts): Sei(u + αy) ∈ U ⊕ ky:

Skalarprodukt des Bildes:
s1(u + αy) · s1(u + αy)
Def. s1= (s(u) + αy′) · (s(u) + αy′)

= s(u) · s(u) + 2α(s(u) · y′) + α2(y′ · y′) y′isotr.
= u · u + 2α(s(u) · y′)

u=ũ+βx
= u · u + 2α(s(ũ + βx) · y′) =

u · u + 2α(s(ũ) · y′) + 2αβ(s(x) · y′)
y′∈s(U ′)⊥ unds(x)·y′=1 nach Def.

= u · u + 2αβ.

Skalarprodukt des Urbildes:
(u + αy) · (u + αy)
= u · u + 2α(u · y) + α2(y · y)
wie oben

= u · u + 2α((ũ + βx) · y)
= u · u + 2α(ũ · y) + 2αβ(x · y) = u · u + 2αβ

Theorem 34 (Wittsche Erweiterbarkeit für beliebige Moduln, Thm 3). Seien
(V, Q) und (V ′, Q′) zwei nicht ausgeartete quadratische Moduln,U ⊂ V Unter-
raum und seis : U → V ′ ein injektiver metrischer Morphismus. Dann kanns zu
einem Isomorphismuss+: V → V ′ erweitert werden.

Beweis.DaV ∼= V ′, können wir annehmen, dassV = V ′. Mit (33) wurde bereits
der ausgeartete Fall behandelt. Noch zu zeigen, dass die Erweiterbarkeit auch gilt,
wennU nicht ausgeartet ist. Dazu Beweis durch Induktionüberdim(U):

Basis: dim(U) = 1 ⇒ U =< x >, x · x 6= 0 (da n.a.). Seiy = s(x) ⇒ y · y =
x ·x. Entwederx+y nicht isotrop (ε = 1) oderx−y nicht isotrop (ε = −1),

12



denn sonst:

(x + y) · (x + y) = x · x + 2x · y + y · y = 2x · x + 2x · y
(x− y) · (x− y) = x · x− 2x · y + y · y = 2x · x− 2x · y
Addition der beiden Zeilen gibt:4x · x = 0, alsox · x = 0 <

Wähleε dementsprechend aus{−1, +1}. z := x + εy; H = (kz)⊥

⇒ V = kz⊕̂H.

Wir definierenσ als Spiegelung am UnterraumH, d.h. als Automorphismus
vonV , der die Identiẗat aufH ist, und derz in −z umwandelt.

σ : V → V, kz⊕̂H → kz⊕̂H, αz + h 7→ −αz + h

x− εy ∈ H : (σ(x + εy) · (x− εy)

= σ[(x · x)− ε(x · y) + ε(y · x)− (y · y)] = 0

⇒ x− εy ∈ H ⊥ x + εy ∈ z

⇒ σ(x− εy) = x− εy, σ(x + εy) = −x− εy. (*)

Somitσ(x) = −εy, da

σ(x− x + εy)
lin.
= σ(x)− σ(x− εy)

(∗)
= σ(x)− x + εy (**)

= σ(−x) + σ(x + εy) = −σ(x)− x− εy (***)

Durch Gleichsetzen der rechten Terme in (**) und (***):2σ(x) = −2εy.

Damit ist−εσ eine geeignete Erweiterung vons aufs+:
(Lineariẗat und Injektiviẗat sind klar,−εσ | U = s klar, da−εσ(x) = y =
s(x)). Morphismus (Erhaltung des Skalarprodukts) klar mit
Q′(−εσ(αz+h)) = (−εσ(αz+h)) · (−εσ(αz+h)) = (εαz−εh) · (εαz−
εh) = ε2(αz−h)·(αz−h) = (αz−h)·(αz−h) =

kz⊥H
= (αz+h)·(αz+h) =

Q(αz + h).

Schritt: dim(U) > 1

Induktionsannahme: U = U1⊕̂U2 mit U1 6= 0 6= U2, σ1 bezeichne die
Erweiterung aufV von s1 = s|U1, dies ist ein Automorphismus auf
V .

13



Schluss:

Betrachte jetzt̃s = σ−1
1 ◦ s:

⇒ s̃|U1 = id|U1 klar

⇒ s̃|U2 : U2 → V1 = U⊥
1

denns̃(u2 · u1) = s̃(u2) · s̃(u1) = u2 · u1 = 0.

Wähle nunσ2 als Erweiterung voñs|U2 auf V , die s ist nach Indukti-
onsannahme ein Automorphismus aufV (U2 ⊂ V1 wg. U = U1⊕̂U2).
Wähle nun als Erweiterung voñs|U

σ : U1⊕̂V1 = V → V = U1⊕̂V1

u + v 7→ u + σ2(v)

klar: σ linear und injektiv,σ Morphismus

Q′(σ(u + v)) = σ(u + v) · σ(u + v) = (u + σ2(v)) · (u + σ2(v)) =
u·u+2u·σ2(v)+σ2

2(v) = u·u+0+v ·v = (u+v)·(u+v) = Q(u+v).

Damit ist σ1 ◦ σ eine geeignete Erweiterung vons auf s+: σ1 metr.
Isomorphismus aufV undσ1 ◦ σ | U = s.

Korollar 35. U ∼= W Unterr̈aume von(V, Q) nicht ausgeartete quadratische Mo-
duln:⇒ U⊥ ∼= W⊥.

Beweis.Die Einschr̈ankungσ | U = s : U → W ist injektiver metrischer Un-
terraumisomorphismus, nach (34) [1.4 Thm 3] ist die Erweiterung auf ganzV :
σ : V → V metrischer Isomorphismus, also auch die Einschränkungσ | U⊥ : U⊥ →
W⊥ metrischer Isomorphismus.

Bemerkung 36 (Wittscher Kürzungssatz).V ⊕̂W ∼= V ′⊕̂W ′, V ∼= V ′ ⇒ W ∼=
W ′ wird alsWittscher K̈urzungssatzbezeichnet.

1.6 Übertragungen

Nachdem wir seit Abschnitt 1.2 alles aus der Modul-/ VR-Sicht betrachtet haben,
wollen wir uns nun einige Ergebnisse in die (historisch ursprünglicheren) Form-/
Polynomsichẗubertragen. Wir f̈uhren einen̈Aquivalenzbegriff quadratischer For-
men ein, den wir dann zur Klassifikation verwenden können. Aus diesem und
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den Ergebnissen der vorausgehenden Abschnitte können wir dann insbesondere
einen Serviervorschlag für die mundgerechtere Zerlegung quadratischer Formen
gewinnen.

Erinnerung 37 (Homogene Polynome haben symmetr. darst. Matrix). Matrix
→ Form: Eine symmetrischen ∗ n Matrix A = (aij) bestimmt eine Form
f in n Variablen durch

f(X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

aiiX
2
i + 2

n∑
i,j=1

ai<jXiXj.

Form→ Matrix: Eine quadratische Form inn Variablenüberk bestimmt ei-
ne symmetrische Matrix, denn die bei naiver Verwendung einer vollständig
ausmultiplizierten und termweise zusammengefaßten Form auftretende ”un-
tere Dreiecksmatrix” k̈onnen wir durch Gleichsetzen vonaij = aji auch so
balancieren, dass die MatrixA = (aij) symmetrisch ist.

Beispiel 38 (Def 4’). Wir kennen bereits einen Vertreter einerhyperbolischen
Form in zwei Variablen, und zwar:

f(X1, X2) = 2 ∗X1X2,

denn dies ist die Form zu der MatrixA =

(
0 1
1 0

)
aus (20) [1.3 Def 4].

Erinnerung 39 (Modul). Das Paar(kn, f) ist ein quadratischer Modul, der zuf
(oder ihrer MatrixA) assoziiertist, siehe auch (5).

Definition 40 (Def 7). Zwei quadratische Formenf undf ′ sind äquivalent, ge-
nau dann wenn die assoziierten Moduln isomorph sind:f ∼ f ′ ⇔ (kn, f) ∼=
(k′n, f ′). Bemerkung: In der Praxis istk = k′. Kongruenzen verschiedenerk, et-
wa (R2, 0) = (F2

5, 0) sind uninteressant. Durch Betrachtung der Transformations-
matrizenX vergewissert man sich, dass die derart definierteÄquivalenzrelation
reflexiv (Identiẗat), transitiv (Matrizenmultiplikation) und symmetrisch ist (Inver-
se).

Bemerkung 41. Ist A Matrix von f , A′ Matrix von f ′, so f ∼ f ′ ⇔ A′ =
X ∗ A ∗X t mit nicht-ausgearteter MatrixX, siehe auch (10) [1.1].

Beispiel 42.Ein Modul (k2, f) ist eine hyperbolische Ebene, genau dann wenn:

f
(38)∼ 2 ∗X1X2

(a)∼ X1X2
(b)∼ X2

1 + X2
2
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(a) : (
0 1

2

1 0

)
∗

(
0 1
1 0

)
∗

(
0 1
1
2

0

)
=

(
0 1

2
1
2

0

)
.

(b) : (
1
2

1
1
2
−1

)
∗

(
0 1
1 0

)
∗

(
1
2

1
2

1 −1

)
=

(
1 0
0 −1

)
.

Definition 43 (Def 7 ctd). Seienf1(X1, . . . , Xn) undf2(X1, . . . , Xm) zwei qua-

dratische Formen, so werden wir mitf1

◦
+ f2 oder — falls keine Verwechslungs-

gefahr besteht — auchf1 + f2 die quadratische Form

f1(X1, . . . , Xn)
◦
+ f2(Xn+1, . . . , Xn+m)

in n + m Variablen bezeichnen. Das ist also genau dieorthogonale Summeaus

(15) [1.2 Def 2], die Operation
◦
+ ist kommutativ. F̈ur f

◦
+ (−g) verwenden wir

analog
◦
−. Beachte: um Variableneinfang zu vermeiden, kann es in der zweiten

Form notwendig sein, Variablen zuvor geeignet umzubennen, Bsp.f(X) = X2,

g(X) = X2, dannf
◦
+ g(X, Y ) = X2 + Y 2.

Definition 44. Eine Formf(X1, . . . , Xn) stelltein Elementa vonk dar, f repr a,
genau dann wenn es einx ∈ kn gibt,x 6= 0, so dassf(x) = a (”verallgemeinertes
Wurzelziehen”). (Bsp.(Q, V ) = (F5, X

2): 1 wird dargestellt,2 nicht.) Durch die
Einschrankungx 6= 0 wird die0 nur genau dann dargestellt, wenn der zugehörige
quadratische Modul auch ein isotropes Element enthält.

Theorem 45 (Übertragung: Darstellung der 0 ⇒ Abspaltung einer hyperbo-

lischen Ebene, Prop 3’).f n.a. repr 0 ⇒ f ∼ f2

◦
+ g mit f2 hyperbolische

Ebene.

Beweis. f n.a.⇒ (kn, f) n.a.

f repr 0 ⇒ ∃x ∈ kn : f(x) = 0 (isotr. Element)
(24) [1.3 Prop 3]⇒ (k2, f2) ⊂ (kn, f) (Unterraum, hyperbolische Ebene)

(25) [1.3 Prop 3+]⇒
(kn, f) ∼= (k2, f2) ⊕ (kn−2, g). Wähle Basen von(kn−2) und (kn) und wendef
an.⇒ f ∼ f2 + g.

Theorem 46 (Übertragung: Darstellung der 0 ⇒ Bijektion, Prop 3’ ctd).

f n.a. repr 0 ⇒ ∀x ∈ k : f repr x

.
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Beweis.f n.a. repr 0
(38) [1.6 Def 4’]⇒ (kn, f) n.a.∧ ∃v 6= 0 : f(v) = 0 (in (kn, f)

existiert isotroper Vektor!)
(26) [1.3 Cor zu Prop 3]⇒ ∀x ∈ k ∃v ∈ kn : f(v) = x

(38) [1.6 Def 4’]⇒ ∀x ∈ k : f repr x.

Theorem 47 (Zerlegung quadratischer Formen in Summen von Quadraten,
Thm 1’). Seif eine quadratische Form inn Variablen. Dann existierena1, . . . , an ∈
k, so dassf ∼ a1X

2 + . . . + anX
2
n.

Beweis.Der zuf assoziierte Modul(kn, f) hat nach (28) [1.4 Thm 1] eine ortho-
gonale Basis.(kn, f) ∼= (ke1⊕̂ . . . ⊕̂ken, f), v = a1en, . . . , anen. f(v) = v · v =∑

aij(ei · ej)
Orthogonalbasis

=
∑n

i=1 a2
ii ∗ (ei · ei) ⇒ f(X) =

∑n
i=1(ei · ei)X

2
i .

Die Existenz einer orthogonalen Basis zeigt auch, dass die hiermit berechnete
Diskriminantedisc(f) = a11 ∗ . . . ∗ ann 6= 0.

Definition 48. DerRang vonf ist die Anzahl der Indizesi, so dassai 6= 0.

Korollar 49 (Abspaltung und Neutralisation eines Quadrates, Cor 1).Seig =
g(X1, . . . , Xn−1) eine nicht ausgeartete quadratische Form und seia ∈ k∗. Dann
sindäquivalent:

1. g repr a (g Form inn− 1 Variablen).

2. g ∼ h
◦
+ aZ2 (h Form inn− 2 Variablen,aZ2 Form einer Variable).

3. f = g
◦
− aZ2 repr 0 (f Form inn Variablen).

Beweis.Sei(kn−1, g) der zug assoziierte Modul.

(2) ⇒ (1): g(X1, . . . , Xn−1) ∼ h(X1, . . . , Xn−2)
◦
+ aZ2. Erinnerung:f ∼ g:

f und g stellen dieselben Werte aus dem Grundkörper dar.h(0, . . . , 0) +
aZ2(1) = a.

(1) ⇒ (2): g repr a
(38 [1.6 Def 4’])⇒ ∃v ∈ (kn−1, g) : g(v) = a. Sei H =

(kv)⊥.
(28) [1.4 Thm 1]⇒ H = kv1⊕̂ . . . ⊕̂kvn−2, y ∈ H =

∑n−2
i=1 αivi, g(y) =∑n−2

i=1 α2
i g(vi), h =

∑n−2
i=1 g(vi)X

2
i .H⊕̂kv = (kn−1, h)⊕̂(k, aZ2)

(43) [1.6 Def 7]⇒
g ∼ h

◦
+ aZ2.

(1) ⇒ (3): g repr a ⇒ ∃v ∈ kn−1 : g(v) = a.f(v, 1) = g(v)− a = 0.
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(3) ⇒ (1): f ∼ g
◦
− aZ2 repr 0 ⇒ ∃v ∈ kn, z ∈ k, (v, z) 6= 0, g repr aZ2(z),

betrachtez, entwederz = 0 oderz 6= 0:

Fall z = 0: v 6= 0 undg(v) = 0,
(45) [Prop 3’] isotr. Vektor⇒ g repr a.

Fall z 6= 0: f(v, z) = 0 = g(v)− az2 ⇒ az2 = g(v) ⇒
a = 1

z2 g(v)
(g bilinear)

= g(1
z
v)

(k Körper)
= g(x1/z, . . . , xn−1/z)

(38 [1.6 Def 4’])⇒ g repr a.

Korollar 50 (Cor 2, L ösbarkeit, Vorbereitung für Cor zu 2.2 Thm 6). Seieng

undh zwei nicht ausgeartete Formen von Rang≥ 1 und seif = g
◦
−h. Dann sind

äquivalent:

1. f repr 0.

2. ∃a ∈ k∗ : g repr a, h repr a.

3. ∃a ∈ k∗ : g
◦
− aZ2 repr 0, h

◦
− aZ2 repr 0.

Beweis. (2) ⇔ (3) folgt aus der Anwendung (49) [1.6 Cor 1](1) ⇔ (3), je
einmal aufg, h.

(2) ⇒ (1) ∃a ∈ k∗,∃v1 ∈ km, v2 ∈ kn−m : a = g(v1) = h(v2) ⇒ f(v1, v2) =
g(v1)− h(v2 = a− a = 0, (v1, v2 6= 0, dav1 6= 0 undv2 6= 0).

(1) ⇒ (2) f(X1, . . . , Xn), g(X1, . . . , Xm), h(Xm+1, . . . , Xn) ⇒ ∃x ∈ km, y ∈
kn−m : (x, y) 6= 0 ⇒ 0 = f(x, y) = g(x)− h(y) =: a.

Fall a = g(v1) = h(v2) 6= 0: Wir nehmen diesesa als Zeugen f̈ur die
Behauptung.

Fall b := g(v1) = h(v2) = 0: (Bem.: In diesem Fall sindv1 undv2 also iso-

trope Vektoren). O.E.x 6= 0 ⇒ g repr 0
[1.6 Prop 3’]⇒ ∀y ∈ k∗ : g repr y.

Dah n.a.∃y ∈ kn−m, a ∈ k∗ : h(y) = a
a∈k∗⇒ h repr a, g repr a.

Theorem 51 (Kürzungssatz von Witt, Thm 4). Seienf = g
◦
+h undf ′ = g′

◦
+h′

zwei n.a. quadratische Formen:f ∼ f ′ ∧ g ∼ g′ ⇒ h ∼ h′.
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Beweis.(kn, f)
(16) [1.2 Def 2]∼= (km, g)⊕̂(kn−m, h), (kn, f ′) ∼= (km, g′)⊕̂(kn−m, h′)

und(km, g′) ∼= (km, g)
(36) [1.5 Thm 3, Witt]⇒ (kn−m, h) ∼= (kn−m, h′).

Korollar 52 (Spalten, solangeh repr 0). Wennf nicht ausgeartet ist, so ist

f ∼ g1

◦
+ . . .

◦
+ gm

◦
+ h,

wobeig1, . . . gm hyperbolische Formen (38) [1.6 Def 4’] sind undh nicht repr 0.
Diese Zerlegung ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis.Existenz: Wende (45) [1.6 Prop 3’] so lange an, wieh repr 0 (sei dabei
m die Anzahl der dabei abgespaltenen hyperbolischen Formen). Die Eindeutigkeit
folgt ausm-maliger Verwendung von (51) [1.6 Thm 4, Witt].

Bemerkung 53. Die Zahl2 ∗m wird auch als dieDimension der maximal isotro-
pen Unterr̈aumedes zuf assoziierten q.M. bezeichnet.

1.7 Quadratische Formenüber Fq

Erinnerung 54. p Primzahl6= 2 undq = pf Potenz vonp ⇒ Fq ist Körper mitq
Elementen.

Theorem 55 (Prop 4).Eine quadratische Form̈uberFq von Rang≥ 2 stellt alle
Elemente vonF∗q dar. Eine Form vom Rang≥ 3 stellt zus̈atzlich die 0 dar.

Beweis. Rang 2: Zu zeigen, dass

g(x, y) = h(x)
◦
+ i(y) repr c, mit h(x) = ax2, i(y) = by2

eine L̈osung hat, mita 6= 0, b 6= 0, c 6= 0.

SeiA = {α ∈ Fq | α = ax2}, seiB = {α ∈ Fq | α = c− bx2}.

ord(F∗q)
<β>:=F∗q

= q − 1
char(Fq) 6=2⇒ 2|(q − 1) ⇒ ord(F∗2q )

F∗
2
q =<β2>

= q−1
2

|F∗2q ∪ 0| = q−1
2

+ 1 = q+1
2

.

Multiplikation mit a, b, Subtraktionc− bx2 überFq bijektiv⇒ |A| = |B| = q+1
2

Schubfachprinzip⇒ A ∩B 6= ∅.
Aus der Existenz der L̈osungc folgt:

⇒ ∀c ∈ F∗q : g(x, y) repr c.
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Rang 3: Seif ∼ g
◦
− j(z). Dag repr c (Rang 2)

(49) [1.6 Cor 1] (1)⇒(3)⇒ f repr 0.

Bemerkung 56. Alternativ (aufẅandig, aber mit Wiedererkennungseffekt): ver-
wende hier ein Korollar des Satzes von Chevalley-Warning [2] (bei [4] in 1.2) der
Form: das Polynomf = aX2 + bY 2 + cZ2 ∈ Fp[X, Y, Z] hat eine nichttriviale
Nullstelle. Dies ist die Aussage für Rang≥ 3. Mit (49) [1.6 Cor 1] (3)⇒(1) folgt
auch die Aussage des Satzes für n ≥ 2.

Theorem 57 (Prop 5).Seiena, b, c ∈ F∗q, a /∈ F∗2q . Seif n.a. quadratische Form
von Rangn überFq. Dann gilt einer der beiden Fälle:

Fall 1: f ∼ X2
1 + . . . + X2

n−1 + X2
n ⇔ disc(f) ≡ 1 mod F∗2q ,

Fall 2: f ∼ X2
1 + . . . + X2

n−1 + aX2
n ⇔ disc(f) 6≡ 1 mod F∗2q .

Beweis.Induktionüber Rangn.

Basisn = 1: Seif n.a. q.F. von Rang1.

Fall 1: f ∼ bX2, b ∈ F∗2q (∃c : b = c2) ⇔ f ∼ bX2 ∼ X2 ⇔ disc(f) ≡ 1

mod F∗2q .

Fall 2:f ∼ bX2, b /∈ F∗2q , seib := c2∗a⇔ f ∼ bX2 ∼ aX2 ⇔ disc(f) ≡

a mod F∗2q

a/∈F∗2q⇔ disc(f) 6≡ 1 mod F∗2q .

Schrittn− 1 → n: Seif n.a. q.F. von Rangn ≥ 2.

Hypothese (IH):∀g ∈ G := {g | g n.a. quadr. Form,rank(g) = n− 1} :
g ∼ bX1 + . . . + Xn−1. disc(g) ∈ F∗q/F∗2q .

Schluss:rank(f) ≥ 2
(55) [1.7 Prop 4]⇒ f repr 1

(49) [1.6 Cor 1](1)⇒(2), a = 1⇒ ∃g ∈
G : f ∼ g

◦
+ X2

n
IH∼ bX1

◦
+ X2

◦
+ . . .

◦
+ Xn

(43) [1.6 Def 7]⇔ (kn, f) ∼=
(kn−1, g)⊕̂(k, X2

n) ⇔ disc(f) = disc(g) ∗ 1
IH
∈ F∗q/F∗2q .

Korollar 58. Zwei nicht-ausgeartete quadratische Formenüber Fq sind genau
dannäquivalent wenn sie denselben Rang und dieselbe Diskriminante haben.

Bemerkung 59. Im nicht-ausgearteten Fall ist die diskriminantenbeherbergen-
de Quotientengruppe (11) [1.1] für endliche K̈orper mitchar(k) 6= 2 der Form
F∗q/F∗2q (Erinnerung:|F∗q/F∗2q | = 2).

Bemerkung 60. Komplexiẗat der Klassifikation:
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Tabelle 2: Anzahl von nicht ausgearteten quadratischen Formen für Rangn bis
auf Ähnlichkeit:

C Fq für festes
q 6= 2

R

1 2 n
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