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(a; b) := f x 2 [a; b]gnfa; bg
�

�

� % � � , � % ( : � ' � �

ja; bj := max(jaj; jbj)
(

[a; b] � [c; d] := b � c
�


 � � � �

� �

�

� �

� - � � � * , � � � + 	 - �

w(I ) � 2jI j � w(IJ ) � j I jw(J ) + jJ jw(I ) � 4jI jjJ j
�

	 � � � �

�

. � �

I = [ a; b]; J = [ c; d]
�

w(I ) = b � a � max(j2aj; j2bj) = 2 jI j



w(IJ ) = bd� ac � max(jaj; jbj)(d � c) + max( jcj; jdj)(b � a) = jI jw(J ) + jJ jw(I ) �
4 � jI jj J j

�

�

 � � � �

� �

�

� �

� - � � � * , � � � + 	 -

�

� � ) + * , � � � � - + � * � � � + 
 ) + 
 - ) 
 + �

w(I ) = jb� aj
�

	 � � � �

�

w(I ) = b� a = jb� aj
�

�
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x
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�

#

. � % ; - 9 $ � 	 � % � ; % : ; � � % � ; � $

� � . !

� � � � � % � . .

; � ; � � % � � - � ; � - � �

x
; . � � : � 8 � .

M
�

int ! int
- . �

jM (k) � x � 2k+1 j � 1
�

V

�
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�

	 � %

x = �
� $ - . : � � � % � - � � . ; � ; � � - � 9 �

f 0 ! 3; 1 ! 6; 2 ! 13; 3 ! 25; 4 ! 50; : : :g
� $ ; � ; 8 . � � ; � � � % � � % � . � � � � : � � � $ � . � - � � � � �

(3; 6; 13; 25; 50; : : :)
� +

$ � . � - � � � � �

� � � 8 : 8 � � � � � % � � ; � � % ; 8 ; .

(3; 6
2 = 3 ; 13

4 = 3 :25; 25
8 = 3 :125; 50

16 = 3 :125; : : :)
� � �

� $ ; � � � : � 8 � . � � � 8 : � � � 	 � � � �

M : int ! rational
� +

$ - .

�

� . � - ' � . � $ � 	 � 8 8 � � - � 9

: � ' � - � - � �

�

� � � � � � � � � �

� �! �

. � �

M
� � � 	 � � � �

int ! int
( 8 � �

(an )
� � ;

*

; � � $ � . � - � � � � �

(an )
(

; � : - � $ � 8 : . �

8k; m; n : m; n � M (k) ! am � an � 2� k

�

� : � ' � � ; � , � � � � � � ; � ; - %

((an )n 2 N; M )
� $ � % �

(an ) 2 Q
; � :

M : N ! N
� $ ; �

8k; n; m : n; m � M (k) ! j an � am j � 2� k � +

� � % � ; 8 .

a; b
; % � � - � ; 8 - 	

8k9N 8m; n � N : jan � bm j � 2� k �

� � ' � �

x < k y := 8n : n � max(M (k +
2); N (k + 2)) ! 2� k � bn = an

�

� � � � � �

� �

�

� +

$ �

(an )
� 	 � $ � � % � , - � � . : � ' � - � - � � ; % � ;

*

; � � $ � . � - � � � � � �

8"9N :
m; n > N ! j an � am j � "

� ( � � � ; � . �

2� k � ; � 9 � � ; % � - � % ; % - 8 � . � ; 8 8

�

� � � � � � �

� � � " �

V � 8 � % & . � � � � � %

e
�

#

� � 8 8 � � � � � �

AA
% � � % � . � � � ; � - � � - .

e :=
P 1

i =0
1
i !

(

i 2 N
�

7 � % ; �

MA
% � � % � . � � � ; � - � � ( � - � �

eMA = ( an ; M (k))
� $ � % �

an :=
P n

i =0
1
i !

(

; � :

M (k) := k + 2
�

7 � % ; �

IA
% � � % � . � � � ; � - � � ( � $ � � . �

eIA = [1 ; 3]
� �

- � $ � � � 8 � . . � 	

9 � � � % ; 8 - � � ( ; . . � � �

m � n
� �

� � ; � � � � . $ � � � $ ; � � $ � � $ � . � � % � � % � . � � � ; � - � � . - �

�

#

; � :

�

#

� � � � ; - �

# #

% ; � - � � ; 8 ; � � % � � - � ; � - � � . � 	

e
( ; � ' % . � � � � � . � % , � �

8m; n � 0 : 0 �
nX

i =0

1
i !

�
mX

i =0

1
i !

� 2� (m � 2)�

�

�

+

$ � 8 � 	 � $ ; � : . - : � � 	 - � � - � ; 8 - � �

�

- . . ; � - . ' � : ( � � � ; � . � � $ � . � � � � 8 � � � � � ; - � . � � . - � - , �

� � % � . ( ; � : � $ � % - 9 $ � $ ; � : . - : � - . . ; � - . ' � : � � �

nX

i =0

1
i !

�
mX

i =0

1
i !

=
nX

i = m +1

1
i !

�
nX

i = m +1

1
2i � 1 � 2� (m � 2)

+

$ - .

�

� . � - ' � . � $ � � $ � - � � � 	

eMA
�

7 � %

eIA
( � � . � % , � � $ ; �

P 0
i =0

1
i ! = 1

( ; � : � � - � . � ; � �

� - ; � - � 9

�

� - � $

m := 0
(

n := 1
� � � ; - �

P 1
i =0

1
i ! �

P 0
i =0

1
i ! =

P 1
i =1

1
i ! � 2

�

� � � � � �

� � � � � �

� - . � � � $ ; % : � � � $ - � � � 	 � � � � � % ; � � % � � - � ; � - � � . �

e
0

IA := [2 ; 3]
(

e
0

MA := ( a
0

n ; M 0(k))
� $ � % �

a
0

n := an
(

M 0(k) := M (k)
- 	

k < 10
(

M 0(k) := k
2 + 2

	 � %

k � 10
� �

% � � 	 � � $ � � � � $ � : � ' � - � - � � . ; . - � � $ � � % � , - � � . � � ; � � 8 � ( � - � $ � ; . �

: - . � - � � � - � � � �

k < 10
�

� � � � � � � � � �

� � � 
 � *

� � � % ; � � - � 9 . � - � � � � � � 	 - � � � % , ; 8 . �

#

. � - � � � � � � 	 - � � � % , ; 8 .

I n
- . � � + * � � � * ) + 
 � - � $ � � � � % ; � � - � � � � : � 8 � .

�
- 	 � $ � - � � � % . � � � - � � � 	 ; 8 8 - � � � % , ; 8 . $ ; . ;

� � � � � � � � - � �

\ (I n )
; � : 	 � % ; 8 8

I m
(

I n
�

I m � I n
(

w(I m ) � � � w(I n )
- 	

m � n
�

� � ; : - � 8 � 9 ; % - � $ � � . � �

ld(x) : Q ! N
	 � % ; % ; � - � � ; 8

x
% � � � % � � $ � 8 � ; . �

k 2 N
. � � $

� $ ; �

2k � j xj
�

� � ; : - � - � � � % , ; 8 � 7 � %

a � b
8 � � � $ � 	

�

� 	 ) � ) + * , � � � � � �

[ a� b
2 � c; a� b

2 + c]
( � - � $

c := ld(b� a)
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 � � � �

� � � � � �

� , �

�

� � 	 � � � - � , � � � � + � , � , 
 � , - , + * , 	 � - � - , � � , + � , �

�

) + * , � � � � -

�

, � , �

�

� � + * � � � * ) + 
 - , � � , + � , �

�

) + * , � � � � - � � + � , � , 
 � , - , + * , 	 � - � � � 	 � � � - � , � � �

	 � � � �

� �

� : � 8 � . % � ; 8 � � . � - � � � � � � 	 - � � � % , ; 8 . �

([an � 2� M (n ) ; an + 2 � M (n ) ])
�

*

� � � % ; � � - � 9 . � - � � � � � � 	 - � � � % , ; 8 . � � � � : � 8 � . % � ; 8 . �

(( \ (I n )) ; �n:ld ( 1
� n))

�

�

� � 0 � 
 � � � � � � � � � 3 � � 3 % � � � % � �

� � � � � �

� � �




�

. � �

f (x)
� � ; % � ; 8 	 � � � � - � � � % � � ; 8 8 � $ ; � � $ - . � ; � � � : � ' � � : ; . ;

� ; � � - � 9 � 	 � 8 � � � � � .

x
	 % � � ; : � � ; - � � � ; % ; � 9 � ; . �

�

9

�

- �

�  	 !

�

�

� � 
 � � �  �

�

� + � * ) � + - �

� � � � � � � � � �

� � �

�

� �

� : � ' � � ; � - � � � % , ; 8 � , ; 8 � � : 	 � � � � - � � ; . ; � ; � � - � 9

X 7! F (X )
(

� $ � % �

X
- . ; � - � � � % , ; 8 ; � :

F (X )
- . ; � - � � � % , ; 8 . � � $ � $ ; �

8x 2 X : f (x) 2 F (X )
�

+

$ � � ; � � - � 9

F
� $ � . $ ; . � $ � � % � � � % � � � 	 � � - � 9 ) + � � � - ) � + � � + � * � + ) � � - 	

8I; J : I �
J ! F (I ) � F (J )

�

� � � � � �

� � �

�

�

#

. ; . � � � - ; 8 � ; . � ( � �

� �


 (

8x 2 Q \ I ! f (x) 2 F (I )
�

� � � � � � �

� � �

�

�

� � ' � � ; � ; � � % � � - � ; � - � � � � � $ � � � � � � � � � - ; 8 	 � � � � - � � � � � �

F [a; b] =
[2a ; 3b]

	 � % � ; � $ - � � � % , ; 8

[a; b]
�

� � � � � �

� � � ! �

#

8 � � % � ; � - , � 8 � (

� # �
!

� $ � � . � . � $ � - � � � % , ; 8 	 � � � � - � � ; . � ; . - � : � ' � - � - � � (

; � : � $ � � � � : � ' � - � - � � � 	 � $ �

0
� 8 � � 9 � $ - � � � % , ; 8

[x; x ]
	 � % � $ � % ; � - � � ; 8

x
( � � � ; - �

f (x) = F ([x; x ])
� �

x 2 Q
�

� � � � � � � � � �

� � �

�

�

F (X )
- . ; � ) + * , � � � � ) + � � � - ) � + � 	

f (x)
- 	

8x 2 X : f (x) 2 F (x)
�

�

� � � � � � � � . � $ � % � � $ - . - . � . � 	 � 8 ( ; -

�

- * , � �

� �

� + � * ) � + -

F0; : : : ; Fn � 1
� ; � � � : � . - 9 �

� ; � � :

F
�

#

� � * ) � + � �

�

� + � * ) � + - . ; 	 � � � � - � � � ; : � � � � 	 � $ � � 8 � � � � � ; % � ; % - � $ � � � - � ; 8 � � � % ; � - � � .

+
(

�
(

�
(

=
� : - , - . - � � � �

0
- . � � � ; 8 8 � � � : �

�

7 � % � $ � % ; � - � � ; 8 	 � � � � - � � . ( � � : � ' � � � $ �

� � ) * � � , * ) � � 
 , � � * ) � + - �

[a; b] + [ c; d] := [ a + c; b+ d]

[a; b] � [c; d] := [ a � d; b� c]

[a; b] � [c; d] := [ min (ac; ad; bc; bd); max(ac; ad; bc; bd)]

[a; b]=[c; d] := [ a; b] � [
1
c

;
1
d

]
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F
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�

� , + � ,
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� + � * ) � + � �
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$ � � � � $ � : � ' � - � - � � . � 	 � $ � % ; � - � � ; 8 � � � % ; � - � � . � � $ - � $ $ ; , � � � � � � � � �

. � % � � � � : � � ; . � � % � ; - � � $ - . � % � � � % � � �

�

�
� � � � � �
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 � � �

� � � � $ ; � ; % � � % � . � � � ; � - � � � 	

f (x)
� � ; �

F (x)
- . � � � � � - - � � ( ; .

: - � � % � � � � � % � . � - 9 $ � � � � . � : 	 � % � $ � . ; � � 	 � � � � - � � ( �

�

9

�

f (x) = 0
� %

f (x) = x � x
�

�

� � � � � � - � ; 8 8 � - � � % � ; . - � 9 	 � � � � - � � .

� # "

( �

� 
 �
!

�

�

	

F
- . � � � � � � � - � ; 8 8 � - � � % � ; . �

- � 9 � � ; � - � � � % , ; 8 ( � � � � ; � � $ � � . � ; � � % �

F (x; a0; : : : ; an � 1)
	 � %

f (x)
� � � � ; - � �

- � 9 � $ � � � % �

f
( � $ � � � � � : , ; % - ; � 8 �

x
( ; � : � $ � 	 % � � , ; % - ; � 8 � .

a0; : : : ; an � 1
�

. � �

X; A 0; : : : ; An � 1
� � - � � � % , ; 8 .

� �

$ � �

x 2 X
(

a0 2 A0; : : : ; an � 1 2 An � 1
( � $ � � � $ �

� � % �

F = [min( F (x; a0; : : : an � 1)) ; max(F (x; a0; : : : an � 1))]
� ; � � � - � � � % � % � � � : ; . ; �

- � � � % , ; 8 � � � % ; � - � � � $ ; � � ; � . - � � � % , ; 8 . � � - � � � % , ; 8 .

�

F
- . : � ' � � : - 	 � $ � % � - . � � , ; 8 � ; �

� - � �

(x; a; : : : ; an � 1)
. � � $ � $ ; � ; : - , - . - � � � �

0
- � ; . � � � � % � � � � � % .

� �

	 � $ � � � ; � - � 9 � 	

� $ � 	 % � � , ; % - ; � 8 � . - . � � � � � 	 % � � � � � � � � � ( � $ � � � � � % - � �

F (x)
	 � %

F (x; a0; : : : ; an � 1)
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- . � � � � - � � � � . - 	
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f : D ! R
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% ; � - � � ; 8 � � : � � - � � .

a; b
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� f : N ! N
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(hf (a; n))n
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$ � �

' (x) = f (Y (x); X (x))
� #

� � � �

� � � $ � � $ ; - � % � 8 � ( d
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@x2 @y1 ) � 1) + (( @0 ( f )
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@x3 @y0 ) � 1)
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ŷn
� $ � � � % � ; � � � % ; � � � � � �

� $

� � � ; �

� � � . � � � - 	 � ; � � � ; 8 � % % � %

e
( ; � : � $ � � . � ; . � � � . - � � ~h

. � � $ � $ ; �

(
~h
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